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1 ÚVOD 
Předmětem této práce je vytvoření výpočetního 2D modelu patrové budovy, jejíž nosný 
systém je tvořen ocelovým skeletem. Model bude následně zatěžován až do okamžiku 
kolapsu, ke kterému dojde vlivem vzniku plastických kloubů. Výpočet bude proveden 
nejprve lineárně, kdy budeme studovat, kde a při jaké úrovni zatížení plastické klouby 
vznikají, a následně nelineárně pomocí programu RFEM za použití postkritické analýzy 
a dynamické relaxace. V jednotlivých kapitolách se budeme setkávat s jednoduchým 
ilustrativním příkladem, na kterém budou vysvětleny metody výpočtu, a teprve poté 
přejdeme k řešení samotné patrové budovy.  
Značná část této práce bude věnována výpočtu pomocí dynamické relaxace. 
Prostřednictvím výše zmíněného ilustrativního příkladu si ukážeme vliv některých 
proměnných, zejména hodnot tlumení, na průběh výsledků. Tento vliv zhodnotíme při 
dosazování hodnot pro výpočet ocelového skeletu. Pomocí dynamické relaxace bude 
rovněž monitorován samotný kolaps, přičemž budeme pozorovat, kde a v jakém 
okamžiku vznikají plastické klouby, a také, jak dochází k redistribuci vnitřních sil. 
V závěru srovnáme rozdílnosti výsledků ze všech typů a metod výpočtu.  
Důvodem zvolení tohoto tématu bylo dozvědět se více o plastickém chování materiálů, 
především tedy oceli, a o dopadu tohoto chování na chování stavebních konstrukcí. 
Kromě toho se zdálo být praktické a účelné zahrnout do výpočtu tuto materiálovou 
nelinearitu společně s nelinearitou geometrickou. Přestože je model deterministický, 
bylo snahou se tak přiblížit skutečnému chování konstrukce.  
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2 PLASTICITA 
Teorie plasticity se zabývá popisem přetvářných procesů, při kterých dochází ke vzniku 
trvalých deformací. Je známo, že materiály se chovají pružně jen při relativně malých 
zatíženích. Pružnou odezvu na působení vnějších vlivů je možné považovat za první 
aproximaci skutečného chování materiálu. Materiály účinkem vnějších vlivů s vyššími 
hodnotami obvykle vykazují nepružné deformace. Na základě jejich existence vzniknou 
složité fyzikální vztahy, v nichž {} obecně závisí jak na okamžitém stavu {}, tak na 
historii, jíž těleso prošlo od počátečního do vyšetřovaného stavu. V konkrétních úlohách 
pak hraje zpravidla roli i čas, v němž tyto změny probíhaly, tj. časová délka nebo 
rychlost časových změn. Takovéto obecné modely materiálu se nazývají reologické. 
Deformace {} jsou plně určeny vstupními veličinami zatížení (napětí) {} a jejich 
historií v čase  (uvažujeme jen izotermické soustavy). V přírůstkové formě je možné 
psát 
 {} = 	
{d} + {}d	, (2.1) 
kde  je čas. Prvky matice 	
 a složky vektoru {} jsou jistým způsobem závislé na {({}, )} a {({}, )}. 
Klasifikujme nyní předchozí soustavu podle charakteru odezvy na vnější vlivy. 
Předpokládejme, že počátek je v čase  = 0, v něm je známo rozdělení {} a {}. Známá 
je i historie vnějších vlivů {}. Odezva soustavy na vnější vlivy může být okamžitá a 
následná. Pro soustavy s okamžitou odezvou je  = 0 a  nezávisí na čase. V těchto 
soustavách se odezva na okamžité vlivy projeví okamžitě a v dalším se nemění, pokud 
se nezmění {}. Následná odezva vzniká průběhem času. 
Odezva soustavy může, ale také nemusí vymizet. Soustavy, v nichž odezva na 
pomíjející vnější vlivy vymizí, jsou soustavy s vratnou odezvou, nevymizí-li ani po 
uplynutí libovolně dlouhé doby, jedná se o nevratnou odezvu. Úplnou odezvu libovolné 
soustavy na pomíjející vnější vlivy lze vyjádřit ve tvaru součtu vratné a nevratné 
odezvy. Obě tyto odezvy se mohou skládat z okamžité a následné odezvy. Nevratná 
deformace je stopou na vymizelé vnější vlivy (Crha, 1981, s. 325-326). 
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Podíváme-li se na tyto přetvárné procesy na mikroúrovni, jedná se o pokluz podél 
krystalografických rovin. V krystalických látkách (např. kovy za běžných podmínek) 
jsou atomy uspořádány do pravidelné mřížky, jejíž základní buňka se v prostoru 
periodicky opakuje. V této mřížce lze nalézt roviny, ve kterých leží velké množství 
pravidelně uspořádaných atomů, a v rámci těchto rovin pak najdeme konečný počet 
krystalografických směrů. Pokud se všechny atomy po jedné straně jisté 
krystalografické roviny posunou rovnoběžně s touto rovinou v některém z 
krystalografických směrů o vzdálenost odpovídající rozestupu mezi atomy v příslušném 
směru, je výsledkem opět pravidelné uspořádání, které je lokálně k nerozeznání od 
původního. Toto je zobrazeno na obrázku 2.1. 
 
     a)          b)        c)             d) 
Obr. 2.1: Deformace krystalické mřížky: a) výchozí stav, b) pružná deformace, c) 
pružná deformace a deformace plastickým pokluzem, d) trvalá deformace 
po odtížení 
Pokud k takovým posunům dojde v celé řadě navzájem rovnoběžných rovin, z hlediska 
celého krystalu nazíraného jako spojité těleso jde o deformaci smykem, viz obrázek 2.2.  
 
Obr. 2.2: Plastický pokluz podél krystalografických rovin a ekvivalentní smyková 
deformace γ 
Vhodná kombinace plastického pokluzu podél rovin dvou různých směrů, případně 
kombinace plastického pokluzu a pootočení celého krystalu jako tuhého celku, vede k 
přetváření, které z makroskopického hlediska odpovídá protahování krystalu v jistém 
směru a zkracování ve směru na něj kolmém. Společným rysem všech přetvárných 
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mechanismů založených na plastickém pokluzu je zachování objemu. Plastické 
přetvárné procesy tohoto druhu tedy vedou pouze ke změně tvaru tělesa. 
Je třeba poznamenat, že předchozí teorie vychází z představy ideálního krystalu. V 
praktických aplikacích na úrovni konstrukcí se s něčím takovým setkáme jen stěží. 
Vlivem krystalizace vznikají jednotlivá zrna, přičemž každé zrno je krystalem s jinou 
orientací krystalické mřížky než v okolních zrnech. Jde o tzv. polykrystal, ve kterém již 
na makroskopické úrovni žádné preferované směry nerozeznáme. Představa plastického 
pokluzu v krystalické mřížce není tudíž dokonalá, neboť v ní hrají roli i jiné 
mechanismy. Je proto užitečné mít základní představu o experimentálně zjištěných 
pracovních diagramech pro různé materiály (Jirásek, 2006, s. 47-48). 
2.1 Jednoosá napjatost 
Uvažujeme-li pružnoplastické těleso, lze na základě jednorozměrných zkoušek 
(jednoosého tahu) tvrdit, že složky vektoru deformace {} vznikající v tomto tělese lze 
rozložit na pružnou část {} a plastickou část {}. Platí vztah 
 
{} = {} + {}	, resp. { } = {} + {}	. (2.2) 
Tečka znamená derivaci podle času, tj. (˙) ≡ (d/d). 
V pružné oblasti platí Hookův zákon, tzn., že složky vektoru deformace {} jsou se 
složkami vektoru napětí {} vázány lineárním zákonem 
 
{} = 
 {}	,  resp.  {} = 
 { }	, (2.3) 
kde 
  je matice poddajnosti. V případě jednoosé napjatosti ji lze nahradit jedinou 
hodnotou, a to Youngovým modulem pružnosti v tahu a tlaku ! 
 " = ! #	. (2.4) 
Hlavním úkolem pak zůstává zjistit, jak jsou vázány složky vektoru plastické deformace {} se složkami vektoru napětí {} a s historií přetváření. Na obrázku 2.3 jsou 
výsledky jednoosých tahových zkoušek různých kovů. Hodnoty pružné deformace jsou 
maximálně několik promile a v daném měřítku nejsou vůbec patrné, proto se zdají být 
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počáteční větve takřka svislé. Při následném pružnoplastickém chování vznikají velké 
plastické deformace a relativní deformace tak nabývají hodnot až do 0,5. 
 
Obr. 2.3: Pracovní diagramy pro jednoosou napjatost pro různé kovy 
Podívejme se nyní podrobněji na pracovní diagram typického pružnoplastického 
materiálu pro jednoosou tahovou zkoušku. Ten je znázorněn na obrázku 2.4a.  
 
a)        b) 
Obr. 2.4: Pracovní diagram typického pružnoplastického materiálu: a) skutečného, 
b) idealizovaného 
Napětí je na úseku od O do H monotónně rostoucí funkcí deformace. Od O do meze 
úměrnosti A je materiál lineárně pružný, deformace je vratná a odtěžování probíhá 
rovněž podél dráhy AO. Pružná oblast ovšem obecně sahá za bod A do bodu B, jenž je 
mezí pružnosti či plasticity. Při zatěžování nad B je deformace nevratná, takže 
odtěžování z bodu C k nulovému napětí vede ke vzniku plastické deformace ", dané 
úsečkou OE‘. Opětovné zatěžování např. z bodu E prochází podél EF k nové, následné 
mezi plasticity v bodě G a při dalším růstu zatížení prochází dráha zatěžování podél 
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GH. Na úseku BH vykazuje materiál tzv. zpevnění. Na úseku HI křivka monotónně 
klesá a materiál zde vykazuje změkčení, až v bodě I dojde k destrukci. Při izotermické 
deformaci a zanedbání časových faktorů lze křivku σ-ε idealizovat podle obrázku 2.4b. 
Mez úměrnosti A se zde ztotožňuje s mezí plasticity B; hysterezní smyčka CDEFG se 
vylučuje, dráhy CDE a GFE se ztotožňují a nahrazují přímkou E se stejným sklonem 
jako přímka OA a jdoucí bodem E; odtěžovací dráhy CE, resp. C1E1, jsou přímky 
rovnoběžné s OA, takže odtěžování probíhá pružně; skok mezi C a G se anuluje tak, že 
nová zatěžovací dráha prochází bodem C a odtud do H jakoby odtěžování nenastalo. 
V některých případech je na úseku křivky AC zpevnění téměř nulové a plastická 
deformace se rozvíjí téměř při konstantním napětí. Takové materiály lze považovat za 
ideálně pružnoplastické (Crha, 1981, s. 329). 
2.2 Aproximace jednoosých diagramů 
Diagramy jednoosých zkoušek si z praktických důvodů vyžadují další idealizaci. Bylo 
tak vyvinuto několik jednoduchých modelů pro jednoosou napjatost. V následujícím 
textu popíšeme dva modely, ze kterých se bude následně vycházet při výpočtu. Jedná se 
o ideálně tuhoplastický model a ideálně pružnoplastický model. 
2.2.1 Ideálně tuhoplastický model 
Základním prvkem tohoto modelu je ideálně plastický článek (obrázek 2.5a).  
 
a)    b) 
Obr. 2.5: a) Schéma ideálně plastického článku, b) pracovní diagram ideálně 
tuhoplastického modelu 
- 17 - 
 
Článek postihuje tu část deformace, která je způsobena plastickým pokluzem a po 
odtížení nevymizí. Jeho základním parametrem je mez kluzu #%, tj. napětí, při kterém 
dochází k jeho plastickému přetváření. Článek zůstává zablokovaný, působí-li na něj 
napětí menší než #%, aktivuje se teprve při dosažení #%. V tu chvíli začne deformace 
neomezeně narůstat za konstantního napětí. Poklesne-li napětí, přetváření se zastaví. 
Deformace však zůstává rovna hodnotě dosažené při předcházejícím plastickém 
přetváření. Zároveň není možné, aby ideálně plastický článek přenášel napětí 
překračující mez kluzu. Pracovní diagram ideálně tuhoplastického modelu je na obrázku 
2.5b. Diagram se skládá ze svislých a vodorovných částí, proto nelze napětí 
charakterizovat jako jednoznačnou funkci deformace, ani deformaci jako jednoznačnou 
funkci napětí. Možné je jen částečně určit, jak vypadá rychlost deformace. U napětí pod 
mezí kluzu je rychlost nulová, neboť je deformace konstantní. U napětí na mezi kluzu 
může být rychlost deformace nenulová, ale při kladném napětí nesmí být záporná a při 
záporném napětí nesmí být kladná. Příslušná pravidla lze zapsat následovně: 
 # < −#% 										⟹ nepřípustné (2.5) 
 # = −#% 										⟹ " ≤ 0  (2.6) 
 −#% < # < #% ⟹ " = 0 (2.7) 
 # = #% 														⟹ " ≥ 0 (2.8) 
 # > #% 														⟹ nepřípustné (2.9) 
Následující tabulka udává matematický popis ideálně tuhoplastického modelu. 
Tab. 2.1: Popis ideálně tuhoplastického modelu pro jednoosou napjatost 
 definice funkce plasticity 5(#) = |#| − #% 
 podmínka plastické přípustnosti 5(#) ≤ 0 
 zákon plastického přetváření " = 7	sgn	#, 7 ≥ 0 
 podmínka komplementarity 75(#) = 0 
Po zavedení funkce plasticity lze podmínky upravit do tvaru 
 5(#) ≤ 0,	    7 ≥ 0,	    75(#) = 0 . (2.10) 
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 Podmínka plastické přípustnosti vylučuje ty hodnoty napětí, která jsou za hranicí meze 
kluzu a která tedy nemohou být materiálem přenesena. Zákon plastického přetváření 
určuje, ve kterém orientovaném směru nastává za daného napětí plastická deformace, 
jinak řečeno, pokud je rychlost deformace nenulová, musí mít stejné znaménko jako 
napětí. Podmínka komplementarity vyjadřuje skutečnost, že  > 0 a  < 0 se 
navzájem vylučují. Symbol  označuje tzv. plastický násobitel a  je jeho rychlost. 
V daném modelu platí, že rychlost plastického násobitele je absolutní rychlost 
deformace, tj.  = ||. 
2.2.2 Ideálně pružnoplastický model 
Tento model vzniká sériovým zapojením lineární pružiny a ideálně plastického článku, 
viz obrázek 2.6a. Celková deformace je dána složením pružné a plastické deformace 
podle vztahu (2.2). Napětí je v obou článcích stejné a odpovídá celkovému napětí σ 
přenášenému materiálem v daném bodě. Úpravou vzorce (2.4) dostáváme konstitutivní 
vztah pro pružný článek 
  = 	, (2.11) 
kde  je tuhost pružiny (v daném modelu modul pružnosti materiálu).  
 
a)        b) 
Obr. 2.6: a) Ideálně pružnoplastický model, b) pracovní diagram ideálně 
pružnoplastického materiálu 
Následující tabulka udává matematický popis ideálně pružnoplastického modelu. 
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Tab. 2.2: Popis ideálně pružnoplastického modelu pro jednoosou napjatost 
 
rozklad deformace " = "9 + ": 
 
Hookeův zákon # = !"9 
 
definice funkce plasticity 5(#) = |#| − #% 
 
podmínka plastické přípustnosti 5(#) ≤ 0 
 
zákon plastického přetváření " = 7	sgn	#, 7 ≥ 0 
 
podmínka komplementarity 75(#) = 0 
Při rozboru chování pružnoplastického materiálu rozlišujeme mezi pružnými a 
plastickými stavy a mezi pružnými a plastickými procesy. Zatímco stav se týká 
okamžitých veličin, proces se týká změn (přírůstků, rychlostí) probíhajících v jistém 
časovém intervalu.  O tom, zda je stav pružný nebo plastický, rozhoduje okamžitá 
hodnota funkce plasticity. V pružném stavu je funkce plasticity záporná, v plastickém 
stavu je nulová. Plastický proces je charakterizován kladnou hodnotou rychlosti 
plastického násobitele, u pružného procesu je tato rychlost nulová. Proces vycházející 
z plastického stavu může být plastický, pokud funkce plasticity zůstává rovna nule a 
plastický násobitel 7 se zvětšuje. Může se stát, že hodnota funkce plasticity poklesne a 
materiál se tak dostane do pružného stavu. Příslušný proces pak odpovídá pružnému 
odtěžování za konstantní plastické deformace (Jirásek, 2006, s. 55).  
Typ přetvárného procesu jsme zatím schopni posoudit jen, známe-li rychlost plastického 
násobitele. Ten však v praktických úlohách není přímo předepsán. Místo toho jsou 
obvykle známy hodnoty všech veličin v určitém stavu a dále rychlost nebo přírůstek 
celkové deformace. Není přitom předem známo, jak se tento přírůstek rozloží na 
pružnou a plastickou část. Pokud je výchozí stav pružný, bude i proces pružný a 
přírůstek plastické deformace bude nulový. Vztah mezi přírůstky napětí a deformace 
bude dán Hookeovým zákonem, protože nebude rozdíl mezi přírůstkem celkové a 
pružné deformace (Jirásek, 2006, s. 56). Pro pružný proces můžeme psát 
 # = !" . (2.12) 
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Pokud je ale výchozí stav plastický, může dojít k plastickému přetváření, nebo 
k pružnému odtěžování. Pokud je napětí na mezi kluzu v tahu, vedou kladné přírůstky 
deformace k plastickému přetváření a záporné k pružnému odtěžování, zatímco při 
napětí na mezi kluzu v tlaku je tomu přesně naopak. Kritérium pro případ pružného 
odtěžování z plastického stavu je dáno vztahem 
 "	sgn	# ≤ 0   (2.13) 
a pro případ plastického přetváření platí 
 "	sgn	# ≥ 0 . (2.14) 
2.3 Princip maxima plastické disipace 
Napětí # je plasticky přípustné, pokud jeho absolutní hodnota nepřekračuje mez kluzu, 
tj. pokud je |#| ≤ #%. To lze zapsat rovněž pomocí funkce plasticity ve tvaru 5(#) ≤ 0. 
Množina všech plasticky přípustných stavů napětí je dána vztahem 
 
;9: = {#	|	5(#) ≤ 0} . (2.15) 
Tato plasticky přípustná oblast obsahuje stavy jak pružné, tak plastické. Body vně této 
oblasti odpovídají hodnotám napětí, které materiálem nemohou být přeneseny a jsou 
tudíž plasticky nepřípustné. V případě jednoosé napjatosti je plasticky přípustná oblast 
uzavřený interval ;9: ∈ 〈−#%; #%〉. Známe-li pro daný materiálový bod v daném 
okamžiku skutečnou hodnotu napětí # a skutečnou rychlost plastické deformace ":, 
můžeme rozlišit tři základní případy: 
1. ": > 0; dochází k plastickému přetváření v tahu a napětí # musí být na kladné 
mezi kluzu, tedy # = #%. Pro libovolné plasticky přípustné napětí #∗ platí #∗ ≤ #% = # a po vynásobení kladnou hodnotou ": dostaneme 
 
#∗": ≤ #": . (2.16) 
2. ": < 0; dochází k plastickému přetváření v tlaku a napětí # musí být na záporné 
mezi kluzu, tedy # = −#%. Pro libovolné plasticky přípustné napětí #∗ musí být #∗ ≥ #% = # a po vynásobení zápornou hodnotou ": se smysl nerovnosti obrátí 
a dostaneme opět vztah (2.16). 
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3. ": = 0; nerovnost (2.16) je splněna, protože na obou stranách jsou nuly. 
Lze konstatovat, že ze všech plasticky přípustných napětí #∗ dává skutečné napětí # součinu #∗": maximální hodnotu. To lze zapsat jako 
 
ABCD∗∈EF 	#∗": = #": . (2.17) 
Tato rovnice představuje princip maxima plastické disipace. Slovně lze plastickou 
disipaci popsat jako výkon skutečného napětí na skutečné rychlosti plastické deformace, 
je největší ze všech myšlených výkonů, které by libovolné plasticky přípustné napětí 
podávalo na skutečné rychlosti plastické deformace.  
Vezmeme-li si elementární objem materiálu dG, na který působí jednoosé napětí #, a 
jeho deformace ve směru působícího napětí se zvýší o přírůstek d", vykoná napětí práci #	d"	dG. Vykonaná práce vztažená na jednotku objemu je #	d". Jestliže je přírůstek 
deformace pružný, přispěje práce vykonaná napětím ke zvýšení potenciální energie 
pružné deformace. Jestliže je přírůstek deformace plastický, zůstává potenciální energie 
pružné deformace beze změny a vykonaná práce je disipována (rozptýlena) 
v plastických přetvárných procesech. Součin #	d": odpovídá přírůstku disipované 
energie. Po vydělení infinitezimálním přírůstkem času d, během kterého k přírůstku 
deformace d" došlo, dostaneme disipační výkon (disipaci) 
 H = # d":d = #	":	, (2.18) 
vztažený na jednotku objemu. Při výpočtu hustoty plastické disipace stačí znát rychlost 
plastické deformace, protože odpovídající hodnota napětí je již jednoznačně určena a je 
rovna materiálové konstantě. Výraz (2.17) lze rozšířit na finální verzi principu maxima 
plastické disipace ve tvaru 
 
ABCD∗∈EF 	#∗": = #": = #%I":I = HJ":K	. (2.19) 
Výraz na pravé straně představuje skutečnou disipaci, součin 	#∗": představuje fiktivní 
výkon, který by napětí #∗ podalo na rychlosti plastické deformace ":	(Jirásek, 2006, s. 
69-70). 
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3 MEZNÍ ANALÝZA KONSTRUKCE 
Plastické chování materiálů, jak bude ukázáno později, je zdrojem určité rezervy 
únosnosti průřezu a tím i konstrukce. U staticky neurčité konstrukce při dosažení mezní 
únosnosti některého průřezu nemusí být nutně vyčerpána únosnost konstrukce. Může 
dojít pouze k vytvoření plastického kloubu (viz kapitola 3.2.2) a tím ke snížení stupně 
statické neurčitosti. Vznik plastických kloubů může dále narůstat až do doby, kdy se 
celá konstrukce nebo její lokální část stane kinematicky neurčitou. 
3.1 Základní věty mezní plastické analýzy 
Definujme nyní dva pojmy, a to staticky přípustný stav a kinematicky přípustný proces. 
Předpokládejme, že je dáno zatížení konstrukce, popsané vektorem vnějších sil. Staticky 
přípustným stavem rozumíme libovolné plasticky přípustné vnitřní síly, které jsou 
s daným zatížením v rovnováze. Kinematicky přípustným procesem rozumíme libovolný 
přetvárný mechanismus, pro nějž dané zatížení podává kladný výkon. Skutečný 
mechanismus plastického kolapsu konstrukce je nejen kinematicky přípustný, ale vnější 
a vnitřní síly, při kterých ke kolapsu dochází, splňují podmínky pro staticky přípustný 
stav. Existuje však vícero staticky přípustných stavů i kinematicky přípustných procesů, 
které splňují příslušné podmínky, ale neodpovídají skutečné situaci při kolapsu.  
Je-li dána konstrukce a její referenční zatížení L ̅ a my máme najít mezní plastickou 
hodnotu součinitele zatížení N% (hodnota určující rezervu respektive překročení 
únosnosti), tak místo přímého výpočtu N% sestrojíme jeho horní a dolní odhady. Jestliže 
pro některou hodnotu součinitele zatížení NO existuje takový stav vnitřních sil, který je 
v rovnováze s vnějšími silami NOL ̅a splňuje podmínky plastické přípustnosti, pak se NO 
nazývá staticky přípustným součinitelem zatížení. Každý tento součinitel odpovídá 
jinému staticky přípustnému stavu konstrukce. Pro jakýkoliv kinematicky přípustný 
proces můžeme zase definovat odpovídající kinematicky přípustný součinitel zatížení N. Pro libovolný staticky přípustný součinitel zatížení NO a libovolný kinematicky 
přípustný součinitel zatížení N platí nerovnost 
 NO ≤ N . (3.1) 
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Hledaná mezní hodnota součinitele zatížení  je zároveň staticky i kinematicky 
přípustná. Jako důsledek vztahu (3.1) byla odvozena statická a kinematická věta. Podle 
statické věty je součinitel zatížení v mezním plastickém stavu největší ze všech staticky 
přípustných součinitelů. Libovolný staticky přípustný součinitel je tedy jeho dolním 
odhadem. Podle kinematické věty je součinitel zatížení v mezním plastickém stavu 
nejmenší ze všech kinematicky přípustných součinitelů. Libovolný kinematicky 
přípustný součinitel je jeho horním odhadem. 
Metody mezní plastické analýzy lze v zásadě rozdělit na statické a kinematické, podle 
toho, o kterou z výše uvedených vět se opírají.  
3.2 Mezní plastická únosnost průřezu prutu 
O mezním plastickém zatížení prutu lze uvažovat v případě ideálně pružnoplastického 
materiálu (obr. 2.6b). Pružnoplastické chování způsobuje jiné rozložení napětí v průřezu 
nosníku než chování pružné. Do určité meze, která odpovídá pružné únosnosti průřezu 
 a , jsou všechny body průřezu v pružném stavu. Po dosažení této meze se 
dostávají nejvíce namáhané body průřezu do plastického stavu. Napětí v nich se již 
nezvětšuje, ale deformace ano. Přejde-li při jistém zatížení materiál prutu v celém 
rozsahu průřezu do plastického stavu, prut ztrácí schopnost odporovat dalšímu růstu 
zatížení a přetváří se („teče“) při uvedeném konstantním zatížení. 
3.2.1 Tlačený a tažený průřez 
V takto namáhaném průřezu je rozložení napětí po ploše průřezu konstantní. 
K plastizaci materiálu dochází ve všech bodech průřezu najednou. Plastická únosnost je 
rovna elastické. Platí vztah 






3.2.2 Ohýbaný průřez 
Ponecháme-li v platnosti předpoklad zachování rovinnosti průřezu, pak bude důsledkem 
lineární rozložení deformace po průřezu. Postupná plastizace pro případ obdélníkového 
průřezu je zobrazena na obrázku 3.1. Průběh napětí 
 a přetvoření  v části a) odpovídá 
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meznímu pružnému stavu. Oba průběhy jsou stále lineární. V části b) již bylo dosaženo 
v oblasti horních a dolních vláken mezního napětí a průřez zde zplastizoval.  V mezním 
případě se předpokládá, že deformace jsou nekonečné a tažená i tlačená část jsou 
kompletně v plastickém stavu. Tomu odpovídá část c). 
 
a)     b)     c) 
Obr. 3.1: Pružnoplastická analýza obdélníkového průřezu: rozložení napětí a 
deformací: a) v mezním pružném stavu, b) v pružnoplastickém stavu, c) 
v mezním plastickém stavu 
Silové výslednice tažené a tlačené oblasti musí být stejně velké, aby v průřezu 
nevznikala žádná normálová síla, tedy  
 RW = −RX	. (3.3) 
Za předpokladu konstantního průběhu napětí je tlačená plocha stejně velká jako tažená 
 W = X = 2	. (3.4) 
V mezním stavu při prostém ohybu neutrální osa půlí plochu průřezu. Tím je 
jednoznačně dána její poloha. U průřezů nesymetrických k ose Z splnění této podmínky 
vyžaduje posun neutrální osy. 
Velikost mezního momentu P[,:Q (jindy označovaného také P[,%) získáme integrací 
součinu napětí a \-ové souřadnice po ploše průřezu 
 P[,:Q = S\	V #Td = S \
	
V] #%d + S \
	
V^ (−#%)d = 											= #% _S \	V] d − S \
	
V^ d` = #%J;[,X − ;[,WK, 
(3.5) 
kde ;[,X a ;[,W jsou statické momenty tažené a tlačené oblasti k těžištní ose Z. Protože 
jde o statické momenty k těžištní ose, k níž je statický moment celé průřezové plochy 
roven nule, platí 
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 ;[,X + ;[,W = 0, ;[,W = −;[,X	. (3.6) 
Mezní moment pak můžeme vyjádřit 
 P[,:Q = 2#%	;[,X	, (3.7) 
nebo pomocí plastického průřezového modulu a[,:Q  
 P[,:Q = a[,:Q	#%	. (3.8) 
Srovnání mezní plastické únosnosti s momentem na mezi pružnosti vyjadřuje tzv. 
součinitel plastické rezervy průřezu 
 b = a[,:Q	a[,9Q 	, (3.9) 
Vrátíme-li se k obdélníkovému průřezu, je maximální hodnota ohybového momentu 
v pružné fázi působení dána vztahem 
 P[,9Q = a[,9Q	#% = 16eℎg#%	. (3.10) 
Dalším zvyšováním ohybového momentu zplastizují okrajové oblasti průřezu, zatímco 
vnitřní oblast zůstává pružná (viz obr. 3.1b). Ohybový moment P[ v kritickém průřezu C% lze vyjádřit 
  P[(C%) = 2S #(Z, \)\	d, d = e(\)d\h/g%  (3.11) 
a v intervalu – ℎ ≤ \ ≤ ℎ  je # = ±#%	\/ℎ  pro pružnou oblast, v intervalech ℎ ≤\ ≤ ℎ/2, – ℎ/2 ≤ \ ≤–ℎ  je # = ±#%	pro plastickou oblast. Pro obdélníkový průřez e(\) = e
 dostáváme rozepsáním rovnice (3.11) pro různé intervaly 
 P[(C%) = 2 jS #e\	d\ + S #%e\	d\h/ghk
hk
% l = 2#% j 1ℎ S e\gd\ +
hk
%  (3.12) 
 															+S e\	d\h/ghk l = 2#%e j
ℎ g3 + ℎg8 − ℎ g2 l = #% eℎg4 p1 − ′′  
 															− 13 rgs = P[,:Q t1 − 13 rgs	,  
kde r = 2ℎ /ℎ . Tedy průřez prutu délky u bude plně zplastizován v průřezu C%, bude-li 
tloušťka pružného jádra nulová, tj. 
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 r(C%) = 0, P[(C%) = P[,:Q = #% eℎg4 	. (3.13) 
Při postupném pružnoplastickém přetváření ohýbaného průřezu dochází k rozvoji 
plastické oblasti nejen v průřezu samotném, ale i v jeho blízkém okolí. Tam, kde 
v krajních vláknech maximální pružná napětí dosáhnou v kritickém průřezu meze 
plasticity, se začnou tvořit tzv. plastické klouby. Vytvoření plastického kloubu se 
završuje, jakmile v dotyčném průřezu zmizí pružné jádro a trojúhelníkové rozdělení 
napětí přejde v plně přetržité obdélníkové. Výsledný plastický kloub není omezen na 
jediný průřez, ale je to obecně prostorový útvar o určité nenulové délce ve směru osy 
prutu.  
 
Obr. 3.2: Výsledný plastický kloub ve směru osy prutu včetně průběhu napětí 
v daných vzdálenostech 
Zjednodušeně se však předpokládá, že plastický kloub vzniká pouze v průřezu 
s maximálním ohybovým momentem a okolní materiál zůstává v pružném stavu. To, 
jak daleko však může plastická zóna sahat a jaký může mít tvar, ukazuje následující 
příklad. 
Mějme prostý nosník obdélníkového průřezu zatížení nejprve osamělou silou uprostřed 
rozpětí a poté spojitým rovnoměrným zatížením po celé délce podle obrázku 3.3. 
Uvažujme, že v místě největšího momentu, tj. uprostřed rozpětí pro oba dva případy, 
bude dosaženo hodnoty mezního plastického momentu P[,:Q. Při znalosti mezního 
napětí #% jej lze určit podle vzorce (3.13). Z něj poté plyne kritická hodnota síly v 
respektive zatížení w. Dále se určí mezní elastický moment P[,9Q dle (3.10). Vyjádříme-
li ohybový moment jako funkci pořadnice C, lze vypočítat počátek vzniku plastické 
zóny, její tvar i délku. 
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Obr. 3.3: Délky plastických zón prostých nosníků 
V konkrétních hodnotách pak mějme příklad následovně: obdélníkový průřez šířky       

















= 14,496	  
Z momentu , se určí hodnota  , při níž zplastizuje celý průřez !, a z momentu 
," se určí hodnota  ‘, při němž začne vznikat plastická zóna. Toto se provede 
obdobně v případu spojitého zatížení, jen s tím, že obdržíme hodnoty $	a $‘.  





  ⇒  = 4
,










= 28,992	; 				 * = 4.
14,496
3
= 19,328	  
Vzdálenost !- vzniku plastické zóny od podpory lze vypočítat vzhledem k lineárnímu 
















Délka plastické zóny . je pak dána vztahem 
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 u = tu2 − C s . 2 = t32 − 1s . 2 = 1,000	A	.  
b) zatížení spojitým rovnoměrným zatížením 
 PT = 18wug ⇒ w = 8P[,:Qug 		∧ 	w = 8	P[,9Qug   
 w = 8. 21,7443g = 19,328	~RA   
 w = 8. 14,4963g = 12,885	~RA   
Pro určení vzdálenosti C  vzniku plastické zóny od podpory musíme nejprve vyjádřit 
funkci průběhu ohybového momentu. Půjde o kvadratickou rovnici, které následně 
vyjádříme jeden kořen C . 
 
P[,9Q = 12wuC − 12 wCg ⇒	C =
12wu − 14wgug − 2wP[,9Qw =  
 
											= 12 . 19,328.3 − 1419,328g. 3g − 2.19,328.14,49619,328 = 0,634	A 
 u = tu2 − C s . 2 = t32 − 0,634s . 2 = 1,732	A	.  
Tvar plastické zóny lze získat vyjádřením výšky ℎ  ze vzorce (3.12) a dosazením 
hodnot ohybového momentu ve stanovených vzdálenostech od počátku nosníku 
 ℎ = ℎ23_1 −P[(C)P[,:Q `	. (3.14) 
Definiční oborem této funkce je interval (5) ∈ 〈Px,z; 	Px,yz〉 a oborem funkčních 
hodnot interval (5) ∈ 〈0; ℎ 2⁄ 〉. 
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Obr. 3.4: Tvar plastické zóny: modře pro zatížení osamělou silou F, červeně pro 
zatížení spojitým zatížením q 
Závěrem tohoto příkladu je to, že plastická zóna může nabývat různých tvarů 
v závislosti na zatížení, respektive funkci ohybového momentu, a dosahovat značných 
relativních délek. 
3.2.2.1 Odtěžování ohýbaného prutu 
Odtěžování ohýbaného prutu z pružnoplastického stavu se děje pružně podle Hookeova 
zákona a opačným směrem než zatěžování. Je tedy ekvivalentní přiložení opačného 
momentu –P[. Napětí #  se potom při odtěžování řídí lineárním zákonem. Superpozicí 
pružnoplastického napětí # a pružného napětí #  při odtěžování dostaneme reziduální 
napětí #.  
 
Obr. 3.5: Reziduální napětí ohýbaného průřezu 
Průběh reziduálního napětí (obr. 3.5) ukazuje, že při odtěžování se pružná oblast snaží 
zbavit napětí, tomu však brání vnější plastické oblasti. 
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3.2.3 Kombinace ohybu a tahu (tlaku) 
Obě vnitřní síly, tj. normálová síla a ohybový moment, vyvozují napětí #T. Musíme se 
tak zabývat jejich spolupůsobením. Hledáme velikosti R a P, při nichž je plně 
vyčerpána mezní plastická únosnost průřezu, tj. celý průřez je zplastizován. Tato úloha 
ovšem není jednoznačná, protože při různé poloze neutrální osy získáme různé dvojice 
hodnot R a P, jež vyčerpávají mezní únosnost. Předpokládejme proto, že je dána 
velikost normálové síly R a k ní hledáme příslušný moment P. Volba normálové síly je 
omezena podmínkou −R[,:Q ≤ R ≤ R[,:Q. Ke stanovení polohy neutrální osy využijeme 
statické podmínky, že výslednice vnitřních sil v průřezu je rovna normálové síle R 




V] 	. (3.15) 
X a W jsou plochy tažené a tlačené části průřezu a jejich součet dává celkovou plochu 
průřezu . Z (3.15) po úpravě plyne   
 X = 12 t + R#%s , W = 12 t − R#%s (3.16) 
Kterákoliv z těchto rovnic určuje shodně polohu neutrální osy. Velikost ohybového 
momentu P se odvodí integrací momentů vnitřních sil 
 P[,:Q = S \	#Td = S \	#%d +	V]
	
V S \	(−#%)d =
	
V^ #% _S \	d −
	
V]  (3.17) 
 											−S \	d	V^ ` = #%J;[,X − ;[,WK	. 
 
To je zcela analogické k rovnici (3.5) u prostého ohybu. Plastický moment únosnosti je 
dán vztahem 
 P[,:Q = 2#%	;[,X	, (3.18) 
což je zase analogické k rovnici (3.7). Rozdíl je pouze v tom, že tažená oblast průřezu 
již není poloviční plochou průřezu a získaný ohybový moment P je obecně různý od 
mezního momentu v prostém ohybu. Je to moment spolupůsobící v interakci s danou 
normálovou silou. Veškeré vztahy platí pro kladný smysl ohybového momentu       
(P > 0). Závislosti platné pro P < 0 plynou příslušnou záměnou indexů.  
Pro obdélníkový průřez o rozměrech e a ℎ plyne z rovnice (3.16) plocha tažené oblasti 
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 X = 12 t + R#%s = 12 teℎ + R#%s	,  
takže výška c1 této oblasti (obr. 3.6) je 
  = Xe = 12 tℎ + Re#%s = ℎ2 _1 + RR[,:Q`	, (3.19) 
kde R[,:Q = eℎ#% je mezní síla v prostém tahu. 
 
Obr. 3.6: Ohyb v kombinaci s tahem (tlakem): geometrie průřezu a interakční 
diagram 
Vzdálenost těžiště tažené oblasti (1) k těžištní ose Z je 
  = ℎ2 −  2 = 12 (ℎ −  )	, (3.20) 
takže 
 ;[,X = e  = e2  (ℎ −  ) = e2 . ℎ2 _1 − RR[,:Q` ℎ − ℎ2 p1 + ′′ (3.21) 
 								+ RR[,:Q`l = 18 eℎg 1 − _ RR[,:Q`
g  
a ohybový moment 
 P = 2;[,X#% = 2. 18 eℎg 1−_ RR[,:Q`
g #% = (3.22) 
 					= 14 eℎg#% 1−_ RR[,:Q`
g	.  
Tuto rovnici lze upravit na tvar 








= 1	. (3.23) 
Tato interakční závislost, vyjadřující vztah mezi normálovou silou  a ohybovým 
momentem  v okamžiku vyčerpání plastické nosnosti, je znázorněna na obrázku 3.6. 
Jde o kvadratickou parabolu. Vyšrafovaná oblast představuje plastickou rezervu průřezu 
(Crha, 1990, s. 191).  
3.3 Pružnoplastická analýza 
Jelikož je hlavním předmětem této práce analýza rámové konstrukce, budeme se dále 
věnovat prutovým konstrukcím namáhaným převážně ohybem. Přestože je u rámových 
konstrukcí ohyb doprovázen smykem a dochází k protažení či stlačení prutů, pro 
jednoduchost se omezíme na případy, kdy hlavní roli hraje napětí způsobené 
ohybovými momenty, zatímco účinky posouvajících a normálových sil na pružné 
přetváření i na vznik plastických přetvárných mechanismů jsou zanedbatelné. 
3.3.1 Kinematická metoda 
Tato metoda vychází z kinematické věty a dává tedy horní odhad meze únosnosti 
konstrukce. Je tedy třeba najít stav, jemuž odpovídá nejnižší zatížení. 
Předpoklady této metody jsou: 
• materiál je ideálně tuhoplastický, 
• jednotlivé části prutové konstrukce jsou považovány za dokonale tuhé, 
• v nejvíce namáhaných oblastech se uvažuje možnost vzniku ideálních 
plastických kloubů, lokalizovaných do nejvíce namáhaného průřezu dané 
oblasti, 
• zatížení stoupá monotónně vzhledem k jednomu parametru, 
• práce konaná vnějšími silami je kladná. 
Na základě těchto pravidel jsou sestavovány možné mechanismy porušení (tvar 
zhroucení konstrukce). Pro rámovou konstrukci můžeme uvažovat tři typy základních 
mechanismů a jejich kombinace: 
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1. nosníkový: plastické klouby jsou v místě působení síly, eventuálně v některém 
místě působení spojitého zatížení a dále v tuhém uložení konců prutů, dochází k 
„prolomení“ (obr. 3.7b), 
2. výchylkový: plastické klouby jsou v tuhých uloženích konců prutů tak, aby byl 
umožněn vodorovný posun jednoho či více pater nebo svislý posun sloupu či 
skupiny sloupů nad sebou (obr. 3.7c), 
3. styčníkový: umožňuje natočení styčníku, ve kterém se stýkají tři a více prutů. 
Plastické klouby jsou v místě tuhého uložení konců prutů do styčníku. Vzhledem 
k tomu, že na tomto deformačním stavu obvykle nepracuje žádné zatížení, 
nevyskytuje se tento mechanismus samostatně, ale v kombinaci s dalšími 
základními stavy, 
4. kombinovaný: vznikne sečtením nebo odečtením základních stavů. V kloubech, 
kde nastává v jednom základním stavu záporný mezní moment a ve druhém 
kladný mezní moment, při sečtení kloub nenastane. Pokud jsou oba momenty 
stejného znaménka, kloub zůstává a zvětší se deformační úhel, na kterém pracuje 
mezní moment (obr. 3.7d), (Brdečko, 2007, s. 14). 
 
Obr. 3.7: a) výpočtový model a typy mechanismů: b) nosníkový, c) výchylkový, d) 
kombinovaný 
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Určení zatížení pro daný mechanismus vychází z principu virtuální práce. Za virtuální 
stav považujeme geometrické veličiny dané příslušným mechanismem, skutečný stav 
představují veličiny silové. Práci vnějších sil 9 vykonává vnější zatížení v, w na 
posunech ,  a práci vnitřních sil  představuje disipovaná energie, kterou potřebuje 
mezní plastický moment P% pracující na vzájemném natočení protějších stran průřezu  
ve vzniklých plastických kloubech. Zbytek konstrukce se totiž nedeformuje. Podmínku 
lze zapsat 
 9 =  	. (3.24) 
Při praktické aplikaci postupně vytváříme základní mechanismy a jejich kombinace. 
Jeden posun se volí jako neznámý a zbývající posuny a pootočení se určí 
z geometrických závislostí. Pro každý mechanismus se určí 9 a  a jejich porovnáním 
a vyloučením geometrického parametru získáme odpovídající mezní zatížení. 
3.3.1.1 Ilustrativní příklad 
Mějme jednoduchý rám zatížený podle obr. 3.7a. Délka u = 3 m, stojky jsou profilu 
HEB 120, příčel je profilu IPE 120, ocel je S355 (#% = 355 MPa). Pro každý z možných 
mechanismů b) – d) určíme zatížení, při kterém by daný mechanismus mohl vzniknout. 
Podle kinematické věty poté vybereme to minimální zatížení a budeme jej považovat za 
mezní. Nejprve však podle (3.8) vypočteme mezní momenty pro oba průřezy. 
 P[,%, = a[,:Q,	#% = 60,8.10. 355.10| = 21,584	~RA  
 P[,%, = a[,:Q,	#% = 165,2.10. 355.10| = 58,646	~RA  
1. mechanismus č. 1 – nosníkový: 
  = P[,%, + 2P[,%, +P[,%, = 4P[,%,	,  
  = u 	,  
 9 = v	,  
 v = 4P[,%, u 	⇒ 	v = 4P[,%,u = 4. 21,5843 = 28,778	~R.  
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2. mechanismus č. 2 – výchylkový: 
  = P[,%, +P[,%, +P[,%, +P[,%, =  
 					= 2JP[,%, +P[,%,K	,  
  = 1,5	u	,  
 9 = 0,5v	,  
 0,5v = 2 1,5	u JP[,%, +P[,%,K 		⇒ 		vg = 83 . JP[,%, +P[,%,Ku = 
 													= 83 . (21,584 + 58,646)3 = 71,316	~R	.  
3. mechanismus č. 3 – kombinovaný: 
  = P[,%, + 2P[,%, +P[,%, +P[,%, +P[,%, = 
 					= J4P[,%, + 2P[,%,K	,  
  = u 	,  = 1,5		,  
 9 = 0,5v + v = 34v + v = 74v	,  
 74v = u 	J4P[,%, + 2P[,%,K 		⇒ 		 v| = 47 J4P[,%, + 2P[,%,Ku = 
 											= 47 (4.21,584 + 2.58,646)3 = 38,786	~R.  
 v = A{v ; vg; v|} = A{28,778; 71,316; 38,786} = ,   	¡¢ 
Z možných mechanismů vznikne nosníkový (č. 1), a to při síle F = 28,778 kN. 
3.3.2 Přírůstková metoda 
Výhodou této metody je, že můžeme sledovat postupný vývoj porušování konstrukce až 
do jejího kolapsu a pro všechny fáze získat představu o vnitřních silách. Mezní zatížení 
se určuje postupným výpočtem, při kterém několikrát řešíme staticky neurčitou 
konstrukci. U přírůstkové metody se konstrukce považuje za pružnou kromě plastických 
kloubů, lokalizovaných do nejvíce namáhaných průřezů. 
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Při řešení se postupuje tak, že se vyřeší vnitřní síly pro jednotkové zatížení. Najde se 
násobitel zatížení tak, aby namáhání průřezu dosáhlo maximálně mezní únosnosti 
průřezu, respektive rezervy z předchozího kroku. Určí se rezerva únosnosti ve všech 
zbývajících průřezech. Poté se vytvoří nový model konstrukce tak, že do místa, kde 
bylo dosaženo mezního zatížení, se vloží kloub a provede se nový výpočet. Toto se 
opakuje, dokud se konstrukce nebo její část nestane kinematicky neurčitou. Výsledný 
násobitel zatížení se získá součtem z jednotlivých kroků. 
Ukázalo se však, že tento postup může být pro řešení větších patrových rámů 
nepoužitelný. Proto je možno použít alternativní, avšak naprosto ekvivalentní postup. 
Rozdíl spočívá v tom, že s vložením kloubu do konstrukce se ke kloubu z obou stran 
vloží osamělé momentové zatížení odpovídající hodnotě mezního plastického momentu. 
Orientace těchto momentů je dána tak, aby výsledný průběh ohybových momentů na 
konstrukci byl shodný s průběhem při dosažení mezní únosnosti v daném průřezu ještě 
před vložením samotného kloubu. U následného modelu pak neaplikujeme jednotkové 
zatížení, ale navyšuje se hodnota dosažená v předchozím kroku. Výsledný násobitel 
zatížení pak vyjde přímo se vznikem lokálního či globálního mechanismu. 
3.3.2.1 Ilustrativní příklad 
Vezměme si nyní tentýž příklad jako u kinematické metody (obr. 3.7a, kapitola 3.3.1.1). 
Neznámé zatížení se nahradí bezrozměrným, proporcionálně stejným zatížením a tím se 
řeší daný rám. Získáme průběh momentů £P ‘ (obr. 3.8b). Jednotka £P ‘ plyne 
z násobení bezrozměrné síly délkovým ramenem.  
 
Obr. 3.8: 1. krok výpočtu: a) výpočtový model, b) průběh momentů od 
jednotkových sil, c) průběh momentů v 1. kroku včetně rezervy 
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V absolutní hodnotě bylo dosaženo nejdříve mezního momentu ve styku příčle a pravé 
stojky (nejvyšší moment sice vznikl ve vetknutí pravé stojky, ale její průřez má vyšší 




ª = A «53,19321,385¬ = 21,385	~R	. 
 
Přírůstkem zatížení Δv  přenásobíme průběh £P ‘ a získáme průběh momentů v 1. 
kroku £P  a zároveň celkovou úroveň zatížení na konci 1. kroku P  (obr. 3.8c). 
Dopočítají se rezervy jednotlivých průřezů (uvedeny v závorkách). Do styku příčle a 
pravé stojky se vloží kloub a pokračuje se ve výpočtu. 
 
Obr. 3.9: 2. krok výpočtu: a) výpočtový model, b) průběh momentů od 
jednotkových sil, c) průběh momentů ve 2. kroku, d) celková úroveň 
zatížení na konci 2. kroku 
Dalším kritickým průřezem je střed příčle, tj. v místě působení svislé síly. Druhý 
přírůstek zatížení určíme podělením rezervy (obr. 3.8c) momentem £Pg‘ v daném místě 
(obr. 3.9b) 





ª = A «24,1852,802 ¬ = 2,802	~R	. 
 
Určíme £Pg (obr. 3.9c) a Pg (obr. 3.9d) 
  ΔPg = ΔPg	 Δvg, Pg = P + ΔPg  
a rezervu průřezu. Do středu příčle se vloží kloub a pokračuje se dalším krokem. 
 
Obr. 3.10: 3. krok výpočtu: a) výpočtový model, b) průběh momentů od 
jednotkových sil, c) průběh momentů ve 3. kroku, d) celková úroveň 
zatížení na konci 3. kroku 
Třetím a zároveň posledním kritickým průřezem je spoj příčle a levé stojky. S vložením 
plastického kloubu do tohoto místa vzniká nosníkový mechanismus a konstrukce se 
stává kinematicky neurčitou 
 Δv| = −13,774−3,000 = 4,591	~R	.  
Celková hodnota mezní síly se určí 
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  =Δ = Δ + Δ + Δ	 = 21,385 + 2,802 + 4,591 = , 		.  
Hodnota plastické rezervy je 
  = Δ = 28,77821,385 = 1,346	.  
3.3.3 Statická metoda 
Statická metoda vychází ze statické věty. Podle této věty jakýkoliv stav napjatosti 
splňující podmínky rovnováhy a podmínky plasticity je vyhovující z hlediska 
bezpečnosti konstrukce. Cílem je ovšem obvykle najít stav, který je zároveň optimální 
z ekonomického hlediska, a proto znovu hledáme určitý mezní stav konstrukce. Tento 
mezní stav maximalizuje zatížení ze všech možných staticky přípustných stavů. 
Základní vztahy vymezující staticky přípustné řešení jsou podmínky rovnováhy 
(rovnice) a podmínky plasticity (nerovnice). V této oblasti možných řešení hledáme 
takový stav, který odpovídá maximálnímu zatížení (Brdečko, 2007, s. 22).  
Ruční řešení předchozího příkladu (obr. 3.7a, kapitola 3.3.1.1) statickou metodou by 
bylo poměrně komplikované, a proto zde není uvedeno.  
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4  NELINEÁRNÍ MEZNÍ ANALÝZA 
Metody uvedené v lineární mezní analýze (kapitola 3) zavádí spoustu různých 
zjednodušení potřebných k poměrně snadnému řešení. Mezi taková zjednodušení patří 
velmi jednoduchý pracovní diagram, idealizace plastických kloubů do jednoho průřezu, 
předpoklad tuhého chování prutů mezi plastickými klouby, nekonečně velké deformace 
v plastických kloubech a další. Tyto metody neřeší skutečný deformační stav 
konstrukce a některé ani nevedou přímo ke stanovení průběhu vnitřních sil, pouze 
stanovují mezní únosnost konstrukce.  
V této kapitole bude popsán fyzikálně a geometricky nelineární výpočet, který eliminuje 
některé předchozí nedostatky.  
4.1 Geometrická nelinearita 
Zdrojem nelinearity jsou geometrické rovnice, tj. vztahy mezi posunutím a přetvořením. 
Lze je rozepsat do následujících tvarů 








 0 = !)!1 -+ 12 .&!"!1'
 + &!(!1'
 + &!)!1 '
/	, (4.3) 
 2 + = !"!, + !(!# 3+ !"!# !"!, + !(!# !(!, + !)!# !)!, 	, (4.4) 
 2+0 = !(!1 + !)!, 3+!"!, !"!1 + !(!, !(!1 + !)!, !)!1 	, (4.5) 
 20 = !)!# + !"!1 3+!"!1 !"!# + !(!1 !(!# + !)!1 !)!# 	 . (4.6) 
V těchto rovnicích se vedle lineárních členů vyskytují také součiny a dvojmocniny 
derivací složek posunutí (v rovnicích odděleny svislou čarou). V lineární mechanice 
bylo podle zavedeného předpokladu o malých deformacích možné tyto součiny a 
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dvojmocniny zanedbat. Možnost škrtnutí nelineárních členů byla podmíněna též 
vzájemnými poměry velikostí jednotlivých deformačních parametrů, respektive jejich 
násobků (Servít, 1990, s. 18). 
4.1.1 Souřadné systémy v nelineární mechanice 
V geometricky nelineární analýze se používají dva základní souřadné systémy. Je to 
systém prostorový (Eulerovský, globální), určující polohu bodu v prostoru (souřadnice 
označovány 4), a systém materiálový (Lagrangeovský, lokální), označující bod tělesa 
(souřadnice označovány 5). Každý materiálový bod má jedny materiálové souřadnice, 
které jsou obvykle totožné s prostorovými souřadnicemi v počáteční konfiguraci tělesa. 
Posunutí bodu v prostoru je potom definováno vektorem 
 6758 = 4 − 5	. (4.7) 
 
Obr. 4.1: Nedeformovaná (počáteční) a deformovaná (běžná) konfigurace tělesa 
4.1.2 Deformační gradient 
Deformační gradient : je definován vztahem 
 : = ∂4∂5 = ∇=4 = > + ∂6∂5 = > + ∇=6	, (4.8) 
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kde ∇ je operátor gradientu vektorového pole v materiálových souřadnicích 
(materiálový gradient) a ∇ je operátor gradientu vektorového pole v prostorových 
souřadnicích (prostorový gradient). V matematice je deformační gradient také nazýván 
Jacobiho matice transformace. 
Vztah mezi původní a výslednou konfigurací, který je dán deformačním gradientem , 
lze rozdělit na rotaci danou tenzorem rotace  a deformaci danou buď pravým stretch 
tenzorem , nebo levým stretch tenzorem . Záleží, jestli je v infinitezimální části 
tělesa myšleně provedena nejdříve rotace a potom deformace, nebo naopak. Vztahy 
mezi deformačním gradientem  a tenzory  a  můžeme tedy popsat rovnicí 
  = . = . (4.9) 
Tedy buď je provedena nejdříve deformace  a pak rotace , nebo nejdříve rotace  a 
pak deformace . Tenzory  a  jsou symetrické (
 = ) a (
 = ). 
Proces mapování z původní konfigurace na deformovanou konfiguraci se nazývá push 
forward 
  = (, )	. (4.10) 
Opačný proces, tedy mapování z běžné (deformované) konfigurace na původní se 
nazývá pull back 
  = (, )	. (4.11) 
4.1.3 Rychlost deformace 




= ∇ = grad		, (4.12) 










) =  + 	. (4.13) 
Rychlost deformace  je tenzor definovaný jako symetrická část gradientu rychlosti  
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 L = 12 7F + FB8	. (4.14) 
4.1.4 Míry deformace 
V lineární mechanice je používán tenzor deformace N daný vztahem  
 ONP = Q∂RB6	. (4.15) 
Jde o maticový zápis geometrických rovnic (4.1) – (4.6) s využitím pouze lineárních 
členů, kde Q∂RB je matice diferenciálních operátorů. 
4.1.4.1 Green – Lagrangeův tenzor deformace 
Tento tenzor deformace (označovaný S) má jako základ původní nedeformovanou 
konfiguraci. Derivace jsou tedy prováděny podle materiálových souřadnic. Maticově jej 
lze zapsat 
 S = 12 7:B. : − >8 = 12 7T − >8 = 12 U∂6∂5 + ∂6B∂5 + ∂6B∂5 . ∂6∂5V	. (4.16) 
T = :B. : je pravý Cauchy – Greenův deformační tenzor. 
4.1.4.2 Euler - Almansiho tenzor deformace 
Tento tenzor deformace (označovaný W) je vztažen k výsledné, deformované 
konfiguraci. Derivace jsou prováděny v prostorových souřadnicích. Maticově jej lze 
zapsat 
 W = 12 7> − :EB. :E8 = 12 7> − XE8 = 12U∂6∂4 + ∂6B∂4 − ∂6B∂4 . ∂6∂4V	. (4.17) 
X = :. :B je levý Cauchy – Greenův deformační tenzor. 
Mezi tenzory S a W platí vztahy 
 W = :EB. S. :E	, (4.18) 
 S = :B. W. :	. (4.19) 
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4.1.5 Míry napjatosti 
Vzhledem k tomu, že při deformaci se mění směr i velikost plošky dY, pomocí které 
napětí definujeme, existuje několik tenzorů napjatosti v závislosti na tom, co je 
definováno na původní konfiguraci (materiálových souřadnicích) a co na výsledné 
konfiguraci (prostorových souřadnicích). Jedním z nejdůležitějších napětí je Cauchyho 
napětí. 
 
Obr. 4.2: Původní a výsledná konfigurace tělesa 
4.1.5.1 Cauchyho napětí 
Cauchyho napětí Z je definováno Cauchyho zákonem. Tenzor napětí Z je lineárním 
mapováním vektoru napětí [ na vektor normály \ 
  \. Z. dY = d] = [. dY		 ⇒ 	\. Z = [	. (4.20) 
Tenzor Z je symetrický 7ZB = Z	8. 
Cauchyho napětí je plně definováno na výsledné nebo běžné konfiguraci tělesa. Protože 
představuje opravdové napětí měřené v daném okamžiku na deformovaném tělese, je 
nazýváno také skutečné napětí (Němec, 2006, s. 19-32). 
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4.2 Formulace geometrické nelinearity 
V metodě konečných prvků rozlišujeme prvky (sítě) na Eulerovské, které nemění svou 
geometrii a hmota přechází z jednoho prvku do druhého, a Lagrangeovské, které se 
deformují společně s hmotou. V mechanice těles se obvykle používá Lagrangeovská síť. 
Při diskretizaci jsou pak možné dvě formulace úlohy podle toho, v jaké konfiguraci 
tělesa je úloha popsána. Je-li úloha formulována v běžné konfiguraci tělesa (v 
prostorových souřadnicích), jedná se o formulaci updated Lagrangian, je-li úloha 
formulována v původní konfiguraci (v materiálových souřadnicích), jedná se o 
formulaci total Lagrangian. Ve formulaci updated Lagrangian jsou derivace prováděny 
v prostorových souřadnicích a integrace jsou prováděny na deformovaném tělese. Ve 
formulaci total Lagrangian jsou derivace prováděny v materiálových souřadnicích a 
integruje se na počáteční konfiguraci (Němec, 2006, s. 37-38). 
V mechanice těles je používáno pět základních rovnic: zákon zachování hmoty, zákon 
zachování hybnosti (lineární a úhlové), zákon zachování energie, konstitutivní rovnice a 
geometrické rovnice. Pro systém řešičů se používá aktualizovaná Lagrangeovská 
formulace. 
4.2.1 Formulace na běžné konfiguraci (updated Lagrangian) 
4.2.1.1 Zákon zachování hmoty 
Tento zákon určuje, jak se mění hustota tělesa v závislosti na deformaci 
 _748 = _=758det	7:8 = _=758b 	, (4.21) 
kde _= je původní hustota a _ je běžná hustota. 
4.2.1.2 Zákon zachování hybnosti 
a) zákon zachování lineární hybnosti 
 ∇. Z + _c = _Gd = _6e 	, (4.22) 
kde Gd  je vektor zrychlení daného bodu tělesa. Při zanedbání setrvačných sil lze psát 
 ∇. Z + _c = 0	, (4.23) 
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kde _c je vektor objemových sil.  
b) zákon zachování točivosti 
Tento zákon generuje při zanedbání setrvačných sil momentové podmínky rovnováhy a 
také z něj plyne symetrie tenzoru napjatosti Z 
 Z = ZB	. (4.24) 
4.2.1.3 Zákon zachování energie 
Tento zákon vyjadřuje, že rychlost změny celkové energie tělesa je rovna součtu 
rychlosti práce vnějších sil, tepelného toku a zdroje energie. Zanedbáme-li zdroje 
tepelné energie, potom zákon vyjadřuje skutečnost, že rychlost změny potenciální 
energie je dána rozdílem výkonu zatížení a rychlosti disipace 
 b)d fg = L:Z − ∇. i	, (4.25) 
kde )d fg je rychlost změny hustoty potenciální energie vnitřních sil na původní 
konfiguraci. 
4.2.1.4 Konstitutivní rovnice 
Rovnice vyjadřuje vztah mezi napětím a deformací na běžné konfiguraci tělesa 
 Z = Z7W, Z,… 8	. (4.26) 
V přírůstkové formě je možné vztah linearizovat 
 kZ = Tlm: kW	, (4.27) 
kde Tlm je tečný modul materiálu ve vztahu mezi Cauchyho tenzorem napjatosti a Euler 
– Almansiho tenzorem deformace. 
4.2.1.5 Geometrické rovnice (míra deformace) 
Ve formulaci updated Lagrangian se používá Euler – Almansiho tenzor deformace W 
definovaný na deformovaném tělese (4.17). 
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4.2.2 Diskretizace MKP pro formulaci na běžné konfiguraci (updated Lagrangian) 
Diskretizace je zde definována na deformovaném tělese Ω. Vztah mezi virtuálním 
přírůstkem Euler – Almansiho tenzoru deformace W a virtuálním přírůstkem vektoru 
parametrů deformace ko v běžné konfiguraci lze zapsat 
 kOWP = X	. ko	. (4.28) 





Předpokládejme, že vnitřní uzlové síly jsou ekvivalentní s napětím tělesa. Virtuální 
práce, kterou konají vnitřní uzlové síly ]fg na virtuálních parametrech deformace ko, 
musí být rovna virtuální práci konané napětím OZP na virtuální deformaci kOWP. Oba 
výrazy popisují jednu veličinu, tj. virtuální práci vnitřních sil 
 
rfg = pkOWPBOZP	dΩ = koB]fg	
q
	. (4.30) 
4.2.2.1 Tečná matice tuhosti 
Tečná matice tuhosti charakterizuje běžnou tuhost v daném okamžiku, tedy respektující 
změnu geometrie, tečnou tuhost materiálu i vliv napjatosti v daném okamžiku. Soustavu 
nelineárních rovnic v deformační variantě MKP lze zapsat 
 s7o8. o = ]	. (4.31) 
Tečnou matici tuhosti v běžné konfiguraci o můžeme definovat 
 sB = st +sl	. (4.32) 
a) Tečná materiálová matice tuhosti st 
 
st = pXB	QTlR	X	dΩ	q 	. (4.33) 
X je matice prostorových derivací bázových funkcí, QTlR je tečný tenzor pružnosti 
materiálu definovaný pro danou objektivní míru napětí. 
b) Tečná geometrická matice tuhosti sl 
- 48 - 
 
 
 = 				dΩ	  (4.34) 
Obecný algoritmus výpočtu geometrické matice tuhosti prvku je následující: 
Nechť pro každou složku  vektoru posunutí  platí vztah 
 
 = 	 	, (4.35) 
kde  je hodnota posunutí  v uzlu  a  je počet uzlů. 
Definujme matici  následovně: 
  = N	,				N	, …,			N	 	, (4.36) 
kde  je jednotková diagonální matice. Potom můžeme pro vektor posunutí napsat vztah  
  = 	. "	, (4.37) 
kde " je vektor parametrů deformace prvku obsahující všechny složky  uspořádané 
tak, že pro každý uzel  jsou uvedeny všechny složky . 
Definujme matici # obsahující první derivace bázových funkcí pro uzel  podle 
prostorových souřadnic 
 # = $,% ,& ,' ( (4.38) 
a matici  tvořenou submaticemi #  
  = #, #, … , # 	. (4.39) 
Dále definujme matici ) tak, že každou složku Cauchyho tenzoru napjatosti  
vynásobíme jednotkovou diagonální maticí 
 ) = *σ σ σ,	 σ σ,sym. 	 σ,,0 . (4.40) 
Potom můžeme napsat následující vzorec pro geometrickou matici prvku 
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sl = puB		u	dΩ	q  (4.41) 
Integrace je provedena na deformovaném tělese Ω (Němec, 2006, s. 38-44). 
4.3 Fyzikální nelinearita 
Zdrojem nelinearity jsou fyzikální rovnice, tj. vztahy mezi napětím a přetvořením. Lze 
je rozepsat do následujících tvarů 
  = 1  − + + 0	, (4.42) 
 + = 1 + − 70 +  8	, (4.43) 
 0 = 1 0 −  + +	, (4.44) 
 2+0 = 1 +0	, (4.45) 
 20 = 1 0 	, (4.46) 
 2 + = 1  +	. (4.47) 
Tento typ nelinearity plyne v našem případě z použití pružnoplastického modelu 
(kapitola 3.2.2), kdy modul pružnosti  není konstantní a materiál nemůže přenést vyšší 
napětí, než je mez kluzu.  
4.4 Metody řešení nelineárních rovnic 
Numerické metody používané pro řešení nelineárních úloh jsou společné pro řešení jak 
geometrické, tak fyzikální nelinearity. Výpočetní postup vychází z uvedené přírůstkové 
metody (kapitola 3.3.2), která výpočet řešila v několika krocích, přičemž v každém 
z nich docházelo ke změně výpočtového modelu (snížení statické neurčitosti vložením 
plastického kloubu). Nelineární výpočet metodou konečných prvků používá jemnější 
dělení na zatěžovací kroky. Rovněž zde dochází ke změně výpočtového modelu, a to 
změnou tuhosti jednotlivých konečných prvků. Tato tuhost se odvozuje 
z pružnoplastického pracovního diagramu materiálu na základě deformací dosažených 
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v předchozím kroku. Změny výpočtového modelu mají tak se zmenšováním přírůstků 
zatížení spojitější ráz, než je tomu u přírůstkové metody.  
Nelineární algebraické rovnice můžeme zapsat v následující formě 
 s7o8. o = ]	, (4.48) 
kde s je matice tuhosti konstrukce, o je vektor neznámých (uzlových) parametrů 
deformace a ] je vektor pravých stran.  
Matice s je funkcí o a nemůže být tedy vyhodnocena bez znalosti vektoru kořenů 
soustavy. K řešení používáme proces iterace, kdy se v každém kroku řešení zpřesňuje. 
Je-li řešení i-tého kroku o7w8, můžeme rovnici (4.49) přepsat do tvaru 
 so7w8	. o7w8 = ]	. (4.49) 
Vyjádříme o7w8 
 o7w8 = 	sEo7w8	. ]	. (4.50) 
Proceduru opakujeme, dokud není dosaženo potřebné přesnosti, která je dána rozdílem 
vektorů o7w8 a o7w8.  
Existuje několik iteračních metod, přičemž v této práci je použita Newton –                   
– Raphsonova metoda.  
4.4.1 Newton – Raphsonova iterační metoda 
Uvažujme nelineární rovnici 
 78 = 78	.  − 	, (4.51) 
kde  je neznámé řešení, 78 je známá funkce ,  je známá pravá strana (obvykle 
síla) a  je reziduum (nevyvážené zatížení). Čára daná rovnicí 7, 8 = 0 je 
rovnovážná cesta, nazývaná též pracovní diagram. Pro jakoukoliv hodnotu 7w8 je 
7w8 sečna křivky  = 7w8 a )(iT ddrK ∂∂=  je tečna ke křivce v bodě  = 7w8. 
Naším úkolem je najít řešení, při kterém jsou nevyvážené síly 78 nulové. Provedeme-
li rozvoj 78 kolem známého řešení 7wE8 do Taylorovy řady, obdržíme 





			.  + 12


		.  +⋯ 
						… = 0 , 
(4.52) 
kde  je přírůstek 
  =  − 		. (4.53) 




 	 . 	
 = 	
 	 . ! −  
											−	
	. 	
 , (4.54) 
kde  je sklon (tangenta) čáry  v 	. Reziduum  postupně klesá k nule, 
pokud procedura konverguje. Řešení rovnice poskytne přírůstek  v i-té iteraci, takže 
celkové řešení je 
  = 	 + 	, (4.55) 
 
Obr. 4.3: Princip Newton – Raphsonovy metody 
Pro soustavu nelineárních rovnic můžeme zapsat proceduru takto 
 # = −$%	&	, (4.56) 
kde $% je tečná matice 








kde  je vektor nevyváženého zatížení, pro který platí 
  =  − 	, (4.58) 
kde  je zatěžovací vektor a  je vektor uzlových vnitřních sil. 
U Newton – Raphsonovy metody se matice levých stran soustavy sestavuje znovu 
v každém iteračním kroku. Někdy je výhodnější ponechat levé strany soustavy rovnic 
beze změny a měnit pouze pravou stranu. Toho využívá modifikovaná Newton –            
– Raphsonova metoda. V ní se použije matice vypočtená v prvním kroku, která se 
nemění až do chvíle, kdy řešení přestane konvergovat. Obecně vyžaduje podstatně více 
iterací než normální Newton – Raphsonova metoda, ale zato jsou iterace mnohem 
rychlejší. 
 
Obr. 4.4: Princip modifikované Newton – Raphsonovy metody 
Někdy je výhodné obě metody kombinovat. Je to jak z důvodu úspory času, potřebného 
pro řešení úlohy, tak z důvodu nalezení řešení takových úloh, pro které by řešení 
klasickou Newton – Raphsonovou metodou selhalo. Na obrázku 4.5 je znázorněn 
takový možný případ. V bodě 1 je řešení přepnuto na modifikovanou Newton –             
– Raphsonovu metodu, v bodě 2 je řešení přepnuto zpět na nemodifikovanou metodu. 
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Obr. 4.5: Kombinace Newton – Raphsonovy a modifikované Newton – Raphsonovy 
metody 
4.4.1.1 Srovnávací příklad 
Výpočet podle teorie III. řádu (nelineární výpočet podle Newton – Raphsona) byl 
aplikován na příklad z kapitoly 3.3.1.1. Tabulka 4.1 srovnává výsledky tohoto výpočtu 
s výsledky získanými lineárním výpočtem (pomocí přírůstkové metody). Jsou zde 
zaznamenány součinitelé  jednotkového zatížení, při kterých je dosaženo v jistém 
místě konstrukce mezního momentu = a vzniká zde tak plastický kloub. Místa 
postupného vzniku těchto kloubů jsou totožná pro oba typy výpočtu. Pro nelineární 
výpočet byly součinitelé  získány metodou bisekce za použití součinitelů z lineárního 
výpočtu jakožto horních intervalových mezí.  
Tab. 4.1: Srovnání výsledků lineárního a nelineárního výpočtu rámu 
plastický kloub 1. 2. 3. 4. 
Celkový 1. řád 21,385 24,187 28,778 - 
násobitel 3. řád 21,038 23,691 26,897 - 
zatížení F rozdíl [%] 1,62 2,05 6,54 - 
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Obrázky 4.6 – 4.9 znázorňují průběh ohybových momentů  a celkových deformací " 
(pro deformace je užit desetinásobný faktor zvětšení) ve fázi těsně před vznikem 
posledního plastického kloubu, tj. před vznikem mechanismu. 
 
Obr. 4.6: Průběh ohybových momentů před vznikem mechanismu – lineární 
výpočet 
 
Obr. 4.7: Průběh ohybových momentů před vznikem mechanismu – nelineární 
výpočet 
 
Obr. 4.8: Průběh deformace před vznikem mechanismu – lineární výpočet 
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Obr. 4.9: Průběh deformace před vznikem mechanismu – nelineární výpočet 
Z průběhů jak momentů, tak deformací je patrné, že rozdíly výsledků obou typů 
výpočtu jsou v tomto příkladu malé (menší než 10 %). Součinitelé  při vzniku 
plastických kloubů jsou nižší u nelineárního výpočtu. Ke kolapsu tedy dochází při nižší 
úrovni zatížení, než je tomu u lineárního výpočtu. 
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5 STABILITA A POSTKRITICKÁ ANALÝZA 
5.1 Lineární stabilita 
Při řešení problému lineární stability hledáme takový stav napjatosti konstrukce, při 
kterém může vzniknout deformace, aniž bychom přidali zatížení. Z matematického 
hlediska jde o hledání netriviálního řešení homogenní soustavy lineárních rovnic 
 s	. o = 0	, (5.1) 
kde matice tuhosti s je součtem materiálové a geometrické matice tuhosti 
 s = s= + s	. (5.2) 
Homogenní soustava rovnic má netriviální (nenulové) řešení jen tehdy, když se 
determinant soustavy rovná nule 
 det|s= + s| = 0	, (5.3) 
kde  je hledaný součinitel zatížení, při kterém je rovnice splněna. Jedná se o tzv. 
vlastní číslo. Netriviálním řešením pro dané vlastní číslo je vlastní vektor, tj. tvar ztráty 
stability. Řešení soustavy rovnic vyhovuje každý vektor parametrů deformace, který je 
násobkem vypočítaného vlastního vektoru. Nalézáme tak nekonečný počet tvarů pro 
řešení vlastních čísel. Vlastní tvar je obvykle vhodným způsobem normalizován, ale 
znaménko zůstává i po normalizaci neurčené. Může se tak stát, že nalezený vlastní tvar 
je opačný, než by odpovídalo tvaru deformace při zatěžování. Při řešení úlohy stability 
má obvykle smysl pouze nejnižší nalezené vlastní číslo. 
Při řešení lineární stability jsou matice s= a s spočítány na původní geometrii i 
materiálové tuhosti. Je tak třeba posoudit, zda je lineární výpočet dostatečný a není-li 
z důvodu podstatných nelineárních efektů vhodnější použít výpočet nelineární. 
5.2 Nelineární stabilita 
V praktických příkladech se konstrukce při přetěžování deformuje. Dochází ke změně 
tuhosti materiálu, což je způsobeno nelineárními konstitutivními vztahy i dalšími 
změnami tuhosti i napjatosti konstrukce. Může docházet k vylučování tlačených prutů 
apod. Pokud jsou tyto nelineární efekty podstatné, nemusí být součinitel kritického 
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zatížení získaný řešením lineární stability dostatečně přesný. U většiny konstrukcí se 
její deformací geometrické podmínky zhoršují a lineární stabilita nám tak poskytne 
řešení, které je na straně nebezpečné, tj. dostaneme součinitele kritického zatížení větší 
než skutečné. Úlohu tak musíme řešit nelineárně, kdy je zatížení zvětšováno po 
přírůstcích až do dosažení mezního zatížení, které se projeví tím, že matice levých stran 
soustavy rovnic již není pozitivně definitní. K dostatečně přesnému nalezení tohoto 
kritického zatížení je možno použít dvou přístupů. Jeden předpokládá poměrně malé 
přírůstky zatížení. Při dosažení takové úrovně zatížení, při které matice levých stran 
není pozitivně definitní, je za kritické zatížení prohlášeno poslední, při kterém byla ještě 
pozitivní definitivnost splněna. Druhý přístup uplatňuje podobný postup, ale při 
poslední úrovni zatížení s pozitivně definitní maticí je tento stav geometrie, tuhosti a 
napjatosti použit k přesnějšímu nalezení kritického zatížení pomocí řešení problému 
vlastních hodnot, podobně jako u lineární stability. Rozdílem je to, že geometrie, tuhost 
i napjatost konstrukce je ve stavu těsně před zhroucením. Při řešení nelineární stability 
někdy nemusí být dosaženo kritické síly ani při libovolném zvětšování zatížení. 
Stabilitní problém se tak mění na problém pevnostní (Němec, 2006, s. 68). 
5.3 Postkritická analýza 
U řady typů konstrukcí může být tato konstrukce použitelná i po dosažení kritického 
zatížení. Např. vybočení jednoho prutu nebo vznik lokálního mechanismu ještě nemusí 
vést ke zřícení celé konstrukce. Nejčastěji používanou metodou pro řešení nelineárních 
úloh je Newton – Raphsonova metoda (viz kapitola 4.4.1). Tato metoda však selže po 
dosažení kritického zatížení, kdy se matice soustavy rovnic stane negativně definitní 
nebo indefinitní. Při řešení konstrukcí většinou nepotřebujeme sledovat sestupnou část 
pracovního diagramu, ale zajímá nás, zda dojde k novému zpevnění konstrukce. Pokud 
ne, konstrukce se po dosažení kritického zatížení zhroutí. Případ opětovného zpevnění 
lze ukázat na případu von Misesova nosníku na obrázku 5.1.  
Nejčastěji se používá kombinace klasické a modifikované Newton – Raphsonovy 
metody. Principiálně je algoritmus takový, že se začíná řešit klasickou metodou, a to do 
té doby, než program zjistí, že matice soustavy rovnic již není pozitivně definitní. Vrátí 
se o krok zpět a přepne na modifikovanou metodu. Tou se konstrukce řeší do doby, než 
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se narazí na vzestupnou část pracovního diagramu. Pak je řešení znovu přepnuto na 
klasickou metodu, která pak obvykle rychle dokonverguje k přesnému řešení. Tento 
proces je naznačen na obrázku 4.5. Během řešení je třeba dbát na to, aby rotace 
v jednom iteračním kroku nepřesáhla povolenou hranici (cca 0,1 rad) nutnou k tomu, 
aby i pro úhly rotace bylo možno použít principu superpozice. 
 
Obr. 5.1: Von Misesův nosník a jeho rovnovážný zatěžovací diagram 
5.3.1 Srovnávací příklad 
Výpočet prostřednictvím postkritické analýzy byl aplikován na příklad jednoduchého 
rámu z kapitoly 3.3.1.1 (obdobně jako výpočet podle teorie III. řádu v kapitole 4.4.1.1). 
Při dosazení součinitele jednotkového zatížení  o velikosti těsně menší (o 0,001), než 
odpovídá kritické hodnotě při vzniku mechanismu, jsou průběhy momentů a deformací 
totožné s průběhy na obrázcích 4.7 a 4.9. Vysvětlení plyne z popisu postkritické analýzy 
v kapitole 5.3. Průběhy při dosazení kritického zatížení jsou na obrázcích 5.2 a 5.3. 
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Obr. 5.2: Průběh ohybových momentů vypočtených postkritickou analýzou při 
dosazení součinitele kritického zatížení 
 
Obr. 5.3: Průběh deformace vypočtené postkritickou analýzou při dosazení 
součinitele kritického zatížení 
Aplikací kritického zatížení došlo k prolomení příčle, čímž vznikl nosníkový 
mechanismus. To s sebou přineslo značný nárůst deformace (obr. 5.3). Nakonec však 
byl, podobně jako u von Misesova nosníku, nalezen rovnovážný stav. Z výsledků plyne, 
že plastický kloub vznikl i ve vetknutí levé stojky. Zatímco ve styku příčle a levé stojky 
ohybový moment ve výsledku klesl (ve smyslu snížení absolutní velikosti) z původně 
dosažené hodnoty plastického momentu, ve zbylých dvou místech příčle a v levém 
vetknutí zůstal zachován ve své velikosti. 
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6 DYNAMICKÁ RELAXACE 
Dynamická relaxace je explicitní metoda, která používá dynamickou analýzu k získání 
statického řešení. Jinými slovy, statické řešení je převedeno na dynamický problém, 
přičemž nás obecně nezajímá časový průběh, ale ustálený konečný stav. Tato metoda je 
založena na skutečnosti, že soustavou, která je vybuzena konstantní sílou, prochází 
tlumené kmitání, jež se nakonec ustálí v poloze odpovídající statickému řešení. 
Dynamická relaxace je velmi vhodná při řešení geometricky i fyzikálně nelineárních 
úloh. V následujících kapitolách budeme pro rovnice používat maticový zápis.  
Výchozím bodem pro nalezení řešení je pohybová rovnice 
 Mx 	 + Cx 	 + Kx	 = Pt		, (6.1) 
kde M je matice hmotnosti, C matice tlumení, K matice tuhosti, t je čas,  je -tý 
časový přírůstek, P je vektor vnějších sil, x je vektor posunutí, x  vektor rychlosti a 
x  vektor zrychlení (tečky představují derivaci podle času). Pro rychlost a zrychlení 
můžeme psát 
 x 	 = x 	 ⁄ − x 	 ⁄ℎ 	, (6.2) 
 x 	 ⁄ = x	 − x	ℎ 	, (6.3) 
kde ℎ je časový krok. Rychlost můžeme také vyjádřit průměrnou hodnotou 
 x 	 = x 	 ⁄ + x 	 ⁄2 	. (6.4) 
Dosazením rovnic (6.2) a (6.4) do rovnice (6.1) obdržíme vztah pro rychlost v         
 + 1/2-tém časovém kroku a vztah pro posun v  + 1-tém časovém kroku 
 x 	 ⁄ = M/ℎ − C/2M/ℎ + C/2 x 	 ⁄ +
P − Kx
M/ℎ + C/2	, (6.5) 
 x	 = x	 + ℎx 	 ⁄ 	. (6.6) 
Matice tlumení bude závislá na matici hmotnosti podle následujícího vztahu 
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 C = !M	, (6.7) 
kde ! je koeficient tlumení. Nahrazením C v rovnici (6.5) touto veličinou dostaneme 
 x 	 ⁄ = 2 − !ℎ2 + !ℎ x 	 ⁄ +
2ℎ
2 + !ℎ MR		. (6.8) 
R	 je vektor nevyvážených sil (reziduum) 
 R	 = P	 − Kx	. (6.9) 
Jelikož je matice M diagonální, můžeme přepsat rovnice (6.8) a (6.6) pro každou 
jednotlivou složku vektoru a matice 
 #$	/ = %2 − !ℎ2 + !ℎ& #$	/ +
2ℎ
2 + !ℎ'$$($		, (6.10) 
 #$	 = #	 + ℎ#	/	. (6.11) 
Dolní index ) označuje )-tou složku vektoru a '$$ odpovídá )-tému diagonálnímu členu 
matice M. 
Integrační proces však nemůže začít prostým dosazením do rovnic (6.8), (6.10) a (6.11), 
protože tyto rovnice požadují dosazení rychlosti, která je známa v čase */, a taková 
rychlost není. Nicméně je známa rychlost v čase *+. A protože x + musí být pro 
statické řešení nulové, počáteční podmínky pro proces dynamické relaxace mohou být 
uvažovány 
 x+ = 0, x + = 0	. (6.12) 
Užitím rovnice (6.4) a druhé části rovnice (6.12) můžeme odvodit další rovnost 
 x / = −x /	. (6.13) 
Kombinací rovnic (6.10), (6.11) a (6.13) obdržíme výraz pro rychlost po prvním 
časovém přírůstku 
 x / = ℎ2 MR+	. (6.14) 
Kombinací rovnic (6.8), (6.6) a (6.14) je sestavena sada iteračních rovnic. V každém 
kroku je vektor rychlosti a vektor posunutí modifikován. Iterační proces pokračuje, 
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dokud řešení nedokonverguje do ustáleného stavu. Proto je důležité zvolit hmotnost, 
tlumení a časový krok tak, aby řešení bylo stabilní a konvergence co nejrychlejší. 
V následujícím textu si ve stručnosti popíšeme, jak se tyto parametry dají ovlivňovat, 
aby toho bylo dosaženo.  
6.1 Hmotnost 
Prvním krokem při výpočtu pomocí dynamické relaxace je určení matice hmotnosti. 
Poznamenejme, že dynamická relaxace je založená na diskretizaci kontinua, přičemž 
hmotu uvažujeme soustředěnou v uzlech. Abychom zachovali explicitní charakter této 
metody a vyhnuli se dodatečným výpočtům při invertování matice hmotnosti, je 
uvažována diagonální matice hmotnosti. Přestože jsme při našem výpočtu neovlivňovali 
tuto veličinu, uvedeme si několik způsobů, jak lze matici hmotnosti upravit.  
6.1.1 Metoda jednotkové matice 
V této metodě je matice hmotnosti uvažována jako následující jednotková matice 
 M = -I	, (6.15) 
kde - je reálné číslo. Matice hmotnosti má stejnou hodnotu v každém stupni volnosti. 
Kvůli tomuto nedostatku nemůže být zaručena dostatečná přesnost, což zvyšuje nutný 
počet iterací, a proto se metoda obvykle nepoužívá. 
6.1.2 Metoda matice hmotnosti proporcionální matici tuhosti 
Diagonální členy matice hmotnosti jsou zde úměrné členům matice tuhosti 
 M = -K	, (6.16) 
kde - je opět reálné číslo. Běžně se uvažuje - = 1. V porovnání s jednotkovou maticí 
má tato metoda efektivnější využití, protože matice hmotnosti má různou hodnotu 
v každém stupni volnosti. Jelikož se hodnota hmotnosti mění při každé iteraci podle 
matice tuhosti, je tento přístup velmi běžný u nelineární analýzy.  
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6.1.3 Metoda absolutních hodnot 
U této metody je systém takový, že každý diagonální člen matice hmotnosti je dán 






kde  je počet stupňů volnosti. Tato metoda sice vyžaduje vyšší množství početních 
operací, ale zato zajišťuje stabilitu výpočtu a urychlení konvergence během nelineární 
analýzy.  
6.1.4 Gerschgorinův teorém 
Jedná se o nejefektivnější a nejpoužitelnější metodu1 pro určení matice hmotnosti, která 











Dalším důležitým parametrem zajišťujícím konvergenci a zároveň stabilitu výpočtu je 
tlumení. Obrázek 6.1 znázorňuje průběh tlumeného kmitání jednostupňové soustavy při 
použití různých koeficientů tlumení. Sinusovka (červená) představuje kmitání 
netlumené soustavy. Ostatní tři průběhy jsou možným způsobem získání statického 
řešení. Jde o analýzu za použití nadkriticky, mírně podkriticky (respektive kriticky) a 
málo tlumené soustavy. Nadkritické tlumení způsobuje, že výpočet pomalu konverguje, 
a protože průběh nepřejde přes statickou polohu, nedává tento typ analýzy žádné záruky 
na přesnost. Použití málo tlumené soustavy bude také neefektivní, neboť je průběh 
pomalý a dochází k velkým oscilacím. Proto je mírně podkriticky tlumená soustava, kde 
se koeficient tlumení blíží kritické hodnotě, nejefektivnější. Zároveň je hodnota tlumení 
jediným parametrem, který byl při výpočtu ovlivňován. 
                                                 
1
 V matematice se Gerschgorinův teorém používá k ohraničení spektra čtvercové matice, tj. množiny 
všech vlastních čísel matice. Máme-li matici , pak každé její vlastní číslo leží uvnitř alespoň jednoho z 
tzv. Gerschgorinových disků  , , jejichž střed je dán hodnotou diagonálního prvku   a poloměr 




iji aR . 
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Obr. 6.1: Průběh kmitání jednostupňové soustavy 
Za účelem nalezení nejvhodnější hodnoty tohoto parametru bylo provedeno mnoho 
studií a návrhů. Rayleighův model útlumu však zůstává tím nejběžnějším způsobem 
určení tlumení.  
6.2.1 Nejnižší vlastní frekvence 
V této metodě je koeficient tlumení odhadnut na základě použití nejnižší vlastní 
frekvence soustavy. Je dán vztahem pro kritický útlum 
  = 2	, (6.19) 
kde  je nejnižší netlumená vlastní úhlová frekvence. Použitím vztahu pro výpočet 
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6.2.2 Underwoodův návrh 
Zde se opět vychází z Rayleighova modelu útlumu. Koeficient tlumení je upraven nově 
nalezenými hodnotami získanými během výpočtu a v průběhu iterací je neměnný. Jeho 
hodnota se spočítá 
 !	 = 2=x
>K?		xx>M	x @
	. (6.22) 
Matice hmotnosti se určí Gerschgorinovým teorémem. K?	 je diagonální matice, jejíž 




ℎx $	 ⁄ 	. (6.23) 
F$ představuje vnitřní síly )-tého stupně volnosti. Rovnice (6.22) poskytuje odhad 
koeficientu kritického tlumení, který je sestaven z tečné matice tuhosti v poslední 
poloze konstrukce. Tato metoda je velmi vhodná pro nelineární analýzu. 
Mezi další návrhy založené na Rayleighově modelu útlumu patří např. Zhangova, 
Qiangova a Crisfieldova metoda. 
6.3 Časový krok 
Časový krok je dalším parametrem, který má velký vliv na numerickou stabilitu 
výpočtu a rychlost konvergence. Jelikož je matice hmotnosti M diagonální (kapitola 
6.1), řeší se v daném okamžiku každý uzel zvlášť. Časový krok musí být proto natolik 
malý, abychom postihli, že tzv. vzruch přejde z jednoho uzlu do druhého, nebo jinými 
slovy, že jeden uzel ovlivňuje druhý. 
6.3.1 Konstantní časový krok 
Použití konstantního časového přírůstku během celého iteračního procesu je 
nejběžnější. I zde existuje několik možností, jak časový krok určit. Jako vhodný způsob 
se ukázalo použití vzorce 
 ℎ ≤ 2:CDE	, (6.24) 
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kde :CDE je nejvyšší hodnota vlastní úhlové frekvence. 
6.3.2 Qiangův návrh 
V této metodě je časový krok vypočítán použitím Rayleighova a Gerschgorinova 
teorému. Časový krok je navržen jako 
 ℎ = 21 + :+/	, (6.25) 
kde :+ je opět nejnižší netlumená vlastní úhlová frekvence. 
6.4 Kroky analýzy 
Proces řešení pomocí dynamické relaxace může po zvolení požadovaných parametrů 
(hmotnosti, tlumení a časového kroku) začít použitím rovnic (6.8) a (6.6). Iterace 
můžeme obvykle kontrolovat pomocí nevyvážené síly a kinetické energie. Abychom 
toho byli schopni, musí se nejprve stanovit dovolená chyba. Ta je během výpočtu 
průběžně porovnávána s dosaženou odchylkou, a je-li přípustná hodnota přesažena, je 
výpočet ukončen. Kinetická energie se spočítá 




Když se rychlost blíží k nule, bude i změna posunutí nulová.  
V následujících řádcích je popsán algoritmus dynamické relaxace. 
1. Určí se hmotnost, tlumení, časový krok, přípustná chyba K a nastaví se  = 0. 
2. Vektor x /	 se vezme jako nulový. 
3. Vypočte se x+ nebo se vezme nulový. 
4. Z rovnice R	 = P	 − Kx	 se vypočítají nevyvážené síly. 
5. Pokud je R	 < K, přejde se ke kroku č. 8, jinak se pokračuje dále. 
6. Z rovnic (6.8) a (6.6) se vypočítají posunutí a rychlosti. 
7. Zvýší se počet kroků  =  + 1 a výpočet se vrátí ke kroku č. 4. 
8. Zobrazení výsledků a konec procesu 
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6.5 Srovnávací příklad 
Na příklad jednoduchého rámu z kapitoly 3.3.1.1 budeme aplikovat pět násobitelů 
jednotkového zatížení (tabulka 6.1), odvozených z výpočtu podle teorie III. řádu, a to 
při různém koeficientu tlumení, respektive násobku tohoto koeficientu, získaného 
z rovnice (6.21). Pro výpočet dynamickou relaxací bylo zvoleno 2000000 iterací. 
Tab 6.1: Násobitelé jednotkového zatížení pro výpočet dynamickou relaxací 
násobitel 
zatížení δ poznámka 
10,519 poloviční hodnota při vzniku 1. plastického kloubu 
21,038 hodnota při vzniku 1. plastického kloubu 
26,897 hodnota těsně před kolapsem 
26,898 hodnota, při níž vzniká mechanismus 
53,796 dvojnásobek hodnoty při vzniku mechanismu 
 











1 1730,866972 41,603689 6,621433 0,151025 
Pro výpočet koeficientu tlumení stačí vypočítat pouze 1. vlastní tvar (kapitola 6.2.1) a 
použít nejnižší vlastní frekvenci soustavy 
 ! = 4<;	 =
4<
0,151025 = 83,207379. 
 
Jako násobky koeficientu tlumení ! byly použity hodnoty 1,00; 0,25; 0,10. 
V následujícím textu si ukážeme rozdílnosti výsledků při použití těchto násobků a 
zároveň je srovnáme s výsledky postkritické analýzy. Poznamenejme ještě, že hodnoty 
deformací v tabulkách odpovídají vektorovému posunu z počáteční do koncové polohy 
uzlu č. 3.  
Nejprve však definujme horní a dolní vlákna průřezů (obrázek 6.2) pro snazší orientaci 
v tabulkových hodnotách. 
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Obr. 6.2: Znaménková konvence na jednoduchém rámu a označení uzlů 
6.5.1 Násobitel zatížení 10,519 
Při tomto násobiteli, který odpovídá poloviční hodnotě při vzniku 1. plastického kloubu, 
můžeme z výsledků v tabulce 6.3 tvrdit, že pro všechny násobitele koeficientu tlumení 
jsou výsledky takřka totožné a odpovídají i hodnotám z postkritické analýzy. 









výp. Číslo uzlu 
1 2 3 4 5 
1 1,00 -4,784 -3,252 8,921 -10,703 11,680 34,22 DR 
2 0,25 -4,786 -3,251 8,919 -10,703 11,687 34,21 DR 
3 0,10 -4,785 -3,252 8,921 -10,705 11,681 34,22 DR 
4 - -4,784 -3,252 8,921 -10,704 11,680 34,22 PA 
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6.5.2 Násobitel zatížení 21,038 
Z tabulky 6.4 je patrné, že při tomto násobiteli, odpovídajícímu hodnotě při vzniku 1. 
plastického kloubu, jsou výsledky značně rozdílné. Zatímco mezi výsledky výpočtů č. 5 
a č. 8 panuje dobrá shoda a mezní plastický moment zůstává na konci výpočtu v uzlu č. 
4 zachován (,, = ±21,584	), při použití nižšího násobitele koeficientu 
tlumení se navýšily deformace a původně dosažený mezní plastický moment v uzlu č. 4 
se ve smyslu absolutní velikosti snížil. Redistribucí vnitřních sil však došlo 
k absolutnímu navýšení hodnot ohybových momentů ve zbývajících uzlech. 









výp. Číslo uzlu 
1 2 3 4 5 
5 1,00 -9,804 -6,687 17,936 -21,584 23,648 70,84 DR 
6 0,25 -14,605 -9,791 19,094 -16,878 27,136 117,41 DR 
7 0,10 -17,641 -12,253 19,457 -14,240 29,511 151,62 DR 
8 - -9,751 -6,522 17,988 -21,584 23,528 69,39 PA 
 
Obr. 6.4: Průběh iterací při násobiteli zatížení 21,038 
6.5.3 Násobitel zatížení 26,897 
Tato hodnota odpovídá stavu těsně před vznikem nosníkového mechanismu. Mezi 
výpočty č. 9 a č. 12 panuje opět dobrá shoda. Jelikož je ale tento násobitel pouze o 
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přesaženo, a to o více než 0,001. Tím dochází ke vzniku mechanismu a konstrukce se 
tak začíná výrazně deformovat. 









výp. Číslo uzlu 
1 2 3 4 5 
9 1,00 -23,147 -21,584 21,584 -21,584 40,552 250,09 DR 
10 0,25 -58,646 -2,914 21,584 -21,584 -7,640 2600,87 DR 
11 0,10 -56,135 2,542 20,789 -20,179 -12,836 2697,06 DR 
12 - -23,124 -21,582 21,584 -21,584 40,587 249,74 PA 
 
Obr. 6.5: Průběh iterací při násobiteli zatížení 26,897 
Výpočet při násobiteli koeficientu tlumení 1,00 dokonvergoval při dané přesnosti do 
ustáleného stavu zhruba při 900000. iteraci. Čárkovaná čára představuje teoretické 
pokračování iteračního procesu. Na obrázcích 6.6a) – d) je zjednodušeně znázorněn 
průběh ohybových momentů při tolikáté iteraci, při níž je dosaženo v určitém uzlu na 
příčli mezního plastického momentu ,, (při násobiteli 1,00). Obrázek 6.9 pak 
znázorňuje konečný stav.  
Tab 6.6: Iterace, při nichž dochází v daném uzlu k dosažení mezního plastického 
momentu – násobitel koeficientu tlumení 1,00 
 Uzel č. 3 4 2 






















alfa 1 - pok.





c)        d) 
Obr. 6.6: Průběh ohybových momentů při dosažení plastického momentu: a) v uzlu 
č. 3 (iterace 9400.), b) v uzlu č. 4 (iterace 9600.), c) v uzlu č. 2 (iterace 
291200.), d) výsledný průběh – násobitel koeficientu tlumení 1,00 
 
Obr. 6.7: Barevná škála pro průběh ohybových momentů v  
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6.5.4 Násobitel zatížení 26,898 
Při tomto násobiteli jednotkového zatížení vzniká nosníkový mechanismus, neboť 
v uzlech č. 2, 3 a 4 vzniká plastický kloub. Oproti předchozímu výpočtu (kapitola 6.5.3) 
vidíme, že výsledky z dynamické relaxace při použití nižšího tlumení do jisté míry 
korespondují s výsledky z postkritické analýzy. Pro objasnění hodnot u výpočtu č. 13 
platí obdobné vysvětlení jako u předchozí kapitoly, a to takové, že při kritickém útlumu 
nebylo mezního zatížení dosaženo. 









výp. Číslo uzlu 
1 2 3 4 5 
13 1,00 -23,147 -21,584 21,584 -21,584 40,552 250,09 DR 
14 0,25 -58,646 -2,914 21,584 -21,584 -7,640 2600,87 DR 
15 0,10 -56,135 2,542 20,789 -20,179 -12,836 2697,06 DR 
16 - -58,646 -3,546 21,584 -21,584 -6,470 2632,13 PA 
Průběh iterací je při všech násobitelích stejný jako na obrázku 6.5. Průběhy ohybových 
momentů na obrázcích 6.8a) – d) opět odpovídají tolikáté iteraci, při níž je dosaženo 
v určitém uzlu na příčli mezního plastického momentu, a to při násobiteli  0,10. 
Tab 6.8: Iterace, při nichž dochází v daném uzlu k dosažení mezního plastického 
momentu – násobitel koeficientu tlumení 0,10 
 Uzel č. 3 4 2 
Iterace č. 6400 7800 14000 
 
a)       b) 
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   c)       d) 
Obr. 6.8: Průběh ohybových momentů při dosažení plastického momentu: a) v uzlu 
č. 3 (iterace 6400.), b) v uzlu č. 4 (iterace 7800.), c) v uzlu č. 2 (iterace 
14000.), d) výsledný průběh – násobitel koeficientu tlumení 0,10 
6.5.5 Násobitel zatížení 53,796 
Použití násobitele zatížení, který značně převyšuje kritickou hodnotu při vzniku 
mechanismu (v tomto případě dvojnásobně), se jevilo zajímavé z hlediska sledování 
průběhu redistribuce vnitřních sil. Na výsledcích z postkritické analýzy (výpočet č. 20) 
vidíme, že mezního plastického momentu bylo dosaženo jak ve všech uzlech příčle, tak 
ve vetknutí levé stojky (,, 	 
58,646	). Vznikly tak 4 plastické klouby. Ve 
skutečnosti však bylo mezních momentů v těchto místech dosaženo i při výpočtech 
dynamickou relaxací. U výpočtu č. 18 a č. 19 bylo v průběhu redistribuce sil dosaženo 
mezního momentu i ve vetknutí pravé stojky. Dané průřezy se vývojem deformace celé 
konstrukce odlehčovaly a hodnoty , postupovaly po prutu a v některých případech 
vymizely úplně. 









výp. Číslo uzlu 
1 2 3 4 5 
17 1,00 -58,646 21,584 19,485 -21,584 -51,964 3442,27 DR 
18 0,25 -43,126 10,702 20,593 -16,271 -54,214 3529,90 DR 
19 0,10 7,254 -10,462 14,375 11,073 -47,128 3858,67 DR 
20 - -58,646 21,584 21,584 -21,584 -18,177 3690,50 PA 
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Obr. 6.9: Průběh iterací při násobiteli zatížení 53,796 
 
Tab 6.10: Iterace, při nichž dochází v daném uzlu k dosažení mezního plastického 
momentu 






  = 0,1 41200 46400 72800 229000 354800 
 	 0,25 41200 46600 76800 241400 400000 
 	 1 41800 55400 86000 444000 - 
 

























alfa 0,1 - pok.
alfa 0,25 - pok.
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   c)       d) 
        
   e) 
Obr. 6.10: Průběh ohybových momentů při dosažení plastického momentu: a) v uzlu 
č. 3 (iterace 41800.), b) v uzlu č. 4 (iterace 55400.), c) v uzlu č. 2 (iterace 
86000.), d) v uzlu č. 1 (iterace 444000), e) výsledný průběh – násobitel 
koeficientu tlumení 1,00 
 
   a)       b) 
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   c)       d) 
 
   e)       f) 
Obr. 6.11: Průběh ohybových momentů při dosažení plastického momentu: a) v uzlu 
č. 3 (iterace 41200.), b) v uzlu č. 4 (iterace 46400.), c) v uzlu č. 2 (iterace 
72800.), d) v uzlu č. 1 (iterace 229000), e) uzel č. 5 (iterace 400000), f) 
výsledný průběh – násobitel koeficientu tlumení 0,10 
Porovnejme nyní ještě pro zajímavost ohybové momenty z výpočtu dynamickou 
relaxací při   0,1 (výpočet č. 19) s ohybovými momenty z lineárního výpočtu stejně 
zatížené konstrukce o počáteční geometrii totožné s výslednou geometrií rámu 
z výpočtu č. 19 (obrázek 6.12). Pochopitelně není možné očekávat naprostou shodu 
obou průběhů, neboť geometrie rámu u lineárního výpočtu není taková, jaká by byla po 
pružném odlehčení zdeformované konstrukce, a nebereme v úvahu zbytkové vnitřní síly 
(reziduální momenty ). Podstatné je ale to, že na daných prvcích nebylo nikde 
dosaženo hodnoty mezního plastického momentu, a tím se průběhy z obou výpočtů 
shodují. Dynamická relaxace tedy při nižším tlumení došla do rovnovážného stavu, aniž 
by ve výsledku zůstaly plastické klouby. 
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Obr. 6.12: Průběh ohybových momentů z lineárního výpočtu na zdeformované 
konstrukci 
Závěrem celého tohoto příkladu je, že, je-li zatížení natolik malé, aniž by kdekoli 
vznikal plastický moment, nezáleží na tom, použije-li se pro výpočet koeficient tlumení 
rovný kritické hodnotě útlumu nebo menší. Abychom se však vyhnuli přílišným 
počátečním oscilacím, je vhodnější použít koeficient nezmenšený. Pokud je zatížení 
těsně menší než zatížení kritické, při kterém vzniká mechanismus, je třeba použít 
koeficient kritického útlumu, aby nebylo kritické zatížení přesaženo. Obráceně zase 
platí, že, je-li zatížení těsně větší než kritické, je nezbytné vzít koeficient útlumu menší. 
A je-li zatížení mnohem větší než kritické, pak je vhodnější použít tlumení menší proto, 
že výpočet je tak méně časově náročný. U kritického tlumení trvají iterace příliš dlouho 
a i tak dosahujeme přibližně stejných výsledků jako u menšího tlumení. 
Pro výpočet patrového rámu dynamickou relaxací (kapitola 7.5.3), kde budeme studovat 
chování konstrukce zatížené zatížením vyšším než kritickým, tak zvolíme násobitel 
koeficientu tlumení roven 0,25.  
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7 VÝPOČTOVÝ MODEL 
7.1 Popis výpočtového modelu 
Jedná se o jedenáctipodlažní rámový ocelový skelet. Konstrukční výška nadzemních 
podlaží je 3,6 m, přízemního 4,8 m. Objekt sestává ze čtyř polí šířky 6 m, 4 m, 4 m a 6 
m (viz obrázek 7.1). Průřez sloupů je stejný po celé výšce a je tvořen profilem HEB 
400, průřez příčlí je rovněž jednotný, tvořený profilem IPE 400. Jako materiál je použita 
ocel S 355. Model byl vytvořen ve 2D v programu RFEM. Všechny hodnoty byly 
zadány deterministicky. 
 
Obr. 7.1: Výpočtový model 
7.2 Plastická únosnost průřezů 
Průřezové charakteristiky obou typů profilů včetně elastických a plastických únosností 
jsou uvedeny v příloze A. Ve výpočtovém modelu se však uvažuje pouze možnost 
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dosažení mezního plastického momentu . Zplastizování vlivem tlakového či 
tahového namáhání nebo vlivem kombinace ohybu a tlaku (tahu) se v daném příkladu 
neuvažuje. Jinými slovy normálová síla nevede k plastifikaci. To je důvod, proč je 
únosnost  stejně jako  zadána velmi vysokou hodnotou (viz obrázek 7.2). 
 
Obr. 7.2: Ukázka zadání mezních únosností průřezu v programu RFEM 
7.3 Zatížení 
Mezi uvažovaná zatížení patří vlastní tíha  1!, užitné zatížení podlaží  2!, zatížení 
sněhem  3! a zatížení větrem  4!. Jejich výpočet je podle normy ČSN EN 1991-1 
a ČSN EN 1991-2 a rozepsán je v Příloze B. Konstrukce stropů je tvořena 
železobetonovou deskou uloženou na ocelových stropnicích průřezu IPE 160. Ty jsou 
v příčném směru kloubově připojeny k průvlakům. Vzhledem k tomuto konstrukčnímu 
uspořádání je část vlastní tíhy (tíha stropů a podlah) a užitné zatížení podlah 
modelováno jako bodové zatížení na příčle rámu. Přestože by se podle normy EN 1993-
-1-1 měly zohlednit imperfekce, pro jednoduchost se jejich vliv zanedbává. Všechna 
tato zatížení jsou sečtena do jedné skupiny zatěžovacích stavů   1!. V lineárním i 
nelineárním výpočtu pak vyšetřujeme její účinek, přičemž se vždy zvyšuje pouze 
násobitel # u užitného zatížení (rovnice 7.1) 
 
  1 	 $%&,'(.  1 * $+,,. #.  2 * $+,-. .,-.  3 * 
											*$+,/. .,/.  4	. 
(7.1) 
Po dosazení lze rovnici upravit do tvaru 
 
  1 	 1,35.  1 * 1,5. #.  2 * 0,9.  3 * 1,05.  4	. (7.2) 
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7.4 Lineární výpočet 
Pro lineární řešení byla použita přírůstková metoda, konkrétně její alternativní postup, 
uvedený v kapitole 3.3.2, přičemž se nezadávala mezní únosnost průřezů podle obrázku 
7.2, ale její dosažení bylo po celé konstrukci průběžně kontrolováno. Postup výpočtu 
byl takový, že bylo nejprve aplikováno veškeré zatížení kromě užitného zatížení 
podlaží, tj. 1 − 2, respektive  1 − 1,5. 	. 2 pro zachování korektnosti 
zápisu rovnice (7.2). Z průběhu ohybových momentů 
 na daných prvcích, tj. 
sloupech a příčlích, byla vybrána maximální absolutní hodnota. Zde se předpokládalo, 
že může vzniknout plastický kloub v procesu průběžného zvyšování zatížení nejdříve. 
Poté bylo aplikováno pouze zatížení 2, a to ve své původní, říkejme „jednotkové“, 
velikosti, a v místě předpokládaného vzniku plastického kloubu byla odečtena hodnota 
ohybového momentu 
. Dosazením do rovnice (7.3) jsme získali násobitel užitného 
zatížení při vzniku plastického kloubu v daném místě. Je nutno poznamenat, že mezních 









Předpoklad o místě vzniku prvního plastického kloubu byl ověřen z průběhu výsledných 
ohybových momentů. Do tohoto místa byl následně vložen kloub a přídavné 
momentové zatížení z obou stran odpovídající hodnotě 
, (viz kapitola 3.3.2). 
Zároveň bylo ještě z těchto průběhů nalezeno místo s další nejvyšší absolutní hodnotou 
ohybového momentu, přičemž jsme již s jistotou mohli tvrdit, že bude dalším místem, 
kde při zvýšení zatížení vznikne plastický kloub. Tento postup byl prováděn až do 
vzniku mechanismu. Pro názornost si ukážeme, jak daný výpočet probíhal. 
Na prutu č. 99 (označení prutů je uvedeno na obrázku 7.3) bylo ve vzdálenosti  = 6 m 
dosaženo momentů 
 = 220,660	 a 
 = 25,641	. Mezní 
plastický moment má hodnotu 
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Tedy, zvýšíme-li užitné zatížení  2 6,336-násobně, vznikne v daném místě na prutu č. 
99 první plastický kloub. Další násobky zatížení   2 #, momenty 232,432- a 32- na 
průběžně pozměňovaném modelu vkládáním kloubů, označení prutů a pozic, kde 
vznikají plastické klouby, jsou uvedeny v tabulce 7.1. 
 
Obr. 7.3: Označení vodorovných prutů (příčlí) 
 
Tab. 7.1: Násobitelé zatížení při vzniku plastických kloubů – lineární výpočet 
n 
Moment od všech 
zatížení bez užitného 
67879487: [kNm] 
Moment pouze od 
jednotkového užitného 
zatížení 687: [kNm] 
Násobitel užitného 
zatížení při vzniku 
plastického kloubu ; [-] 
1 
Prut č. 99 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
220,660 25,641 6,336 
2 
Prut č. 66 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
180,940 27,700 6,821 
3 Prut č. 98 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
147,770 29,408 7,177 
4 
Prut č. 95 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
133,060 30,259 7,299 
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5 Prut č. 96 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
131,570 30,354 7,309 
6 Prut č. 97 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
131,190 30,376 7,312 
7 
Prut č. 94 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
109,650 32,240 7,334 
8 Prut č. 93 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 94,932 33,247 7,407 
9 Prut č. 92 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
78,376 34,277 7,507 
10 Prut č. 91 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 59,920 35,381 7,620 
11 
Prut č. 90 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
41,383 36,499 7,725 
12 
Prut č. 65 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
86,780 30,200 8,335 
13 Prut č. 57 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
132,460 25,996 8,511 
14 
Prut č. 58 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
125,250 25,398 8,901 
15 Prut č. 64 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 63,766 29,405 9,082 
16 Prut č. 59 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
109,070 25,476 9,297 
17 
Prut č. 63 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
51,634 28,711 9,583 
18 Prut č. 60 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 96,683 25,218 9,719 
19 Prut č. 62 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
47,510 27,674 10,041 
20 Prut č. 61 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 98,865 23,879 10,204 
21 
Prut č. 88 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 
61,587 26,167 10,261 
22 
Prut č. 61 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
-107,760 36,560 10,432 
23 Prut č. 62 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-66,606 33,608 10,532 
24 
Prut č. 60 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
-102,690 35,535 10,638 
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25 Prut č. 63 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-69,631 33,008 10,785 
26 Prut č. 59 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
-110,300 35,372 10,830 
27 
Prut č. 77 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 
-55,281 31,749 10,911 
28 Prut č. 58 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
-124,370 35,620 11,018 
29 Prut č. 64 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-66,397 31,865 11,104 
30 Prut č. 57 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
-130,990 35,507 11,178 
31 Prut č. 65 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-46,862 29,474 11,563 
32 Prut č. 76 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 
-19,595 26,713 12,077 
33 Prut č. 90 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-63,203 29,060 12,102 
34 Prut č. 91 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-71,906 29,172 12,255 
35 Prut č. 97 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-95,330 30,367 12,287 
36 Prut č. 98 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-81,481 29,575 12,304 
37 Prut č. 96 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-119,270 31,569 12,325 
38 Prut č. 92 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-100,950 30,549 12,336 
39 Prut č. 95 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-128,030 31,883 12,386 
40 Prut č. 93 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-127,560 31,836 12,395 
41 
Prut č. 94 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-141,140 32,525 12,411 
42 
Prut č. 89 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
148,540 16,260 12,948 
43 Prut č. 87 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 50,930 20,994 13,128 
44 
Prut č. 99 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
4,412 22,701 13,507 
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45 Prut č. 75 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 95,256 18,113 13,584 
46 Prut č. 66 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
-73,193 26,221 13,667 
47-
-66 
Prut č. 57-    
-66, 90-99 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 3,000 m 
363,130 -40,000 13,791 
Na prutech 57 – 66 a 90 – 99 vznikne plastický kloub v polovině rozpětí naráz, čímž 
vznikne 20 lokálních mechanismů. Výpočet je tak při dosažení 13,791-násobném 
zvýšení užitného zatížení ukončen. Graficky je průběh vzniku plastických kloubů 
zobrazen na obrázku 7.4. 
 
Obr. 7.4: Průběh vzniku plastických kloubů – lineární výpočet 
7.5 Nelineární výpočet 
7.5.1 Nelineární výpočet podle Newton – Raphsona 
Obdobný proces zjišťování násobitele užitného zatížení #, při němž vznikne v daném 
místě plastický kloub, byl aplikován i v případě nelineárního výpočtu podle Newton –   
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– Raphsona. Rozdíl byl jednak v tom, že nebylo možné aplikovat lineární rovnici (7.3), 
a tak byla použita metoda bisekce, kdy jsme se danému násobiteli postupně přibližovali, 
a dále že nebyl postupně vytvářen nový model vkládáním kloubů, ale byla zadána mezní 
plastická únosnost průřezů podle obrázku 7.2.  
 
Obr. 7.5: Průběh vzniku plastických kloubů – nelineární výpočet 
 
Tab. 7.2: Násobitelé zatížení při vzniku plastických kloubů – nelineární výpočet 
n Násobitel užitného zatížení při vzniku plastického kloubu ; [-] 
1 
Prut č. 99 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
3,735 
2 
Prut č. 66 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
4,078 
3 Prut č. 88 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 
4,423 
4 
Prut č. 77 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 4,000 m 
4,569 
5 Prut č. 98 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 
4,985 
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6 Prut č. 65 Průřez IPE 400 délka < = 6,000 m Pozice kloubu 5 = 6,000 m 5,169 
7 
Prut č. 77 Průřez IPE 400 délka < = 4,000 m Pozice kloubu 5 = 0,000 m 
5,192 
Výpočet byl ukončen při 5,192-násobném zvýšení užitného zatížení, neboť při dalším 
zvýšením se stala matice tuhosti singulární. Průběh deformací v této fázi (ve 
dvacetinásobném měřítku) je zobrazen na obrázku 7.6. 
 
Obr. 7.6: Průběh deformací při 5,192-násobném zvýšení užitného zatížení – 
nelineární výpočet 
7.5.2 Výpočet postkritickou analýzou 
Postkritická analýza nebyla schopna ani po týdnu výpočtu při zadání 10000 přírůstků 
zatížení a 1000 iterací najít rovnovážný stav. U takto rozsáhlé konstrukce je to 
pochopitelné a nezbývá nám tak nic jiného, než použít dynamickou relaxaci. 
Na obrázku 7.7 je znázorněn průběh iterací v počáteční fázi výpočtu postkritickou 
analýzou. Graf končí na 40000. iteraci, kdy bylo programem zahlášeno, že matice 
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tuhosti je singulární. Deformovaný stav konstrukce v tomto okamžiku je zachycen na 
obrázku 7.8. Z něho vidíme, že se rám nahýbá a začíná hroutit od spodních pater, kdy na 
sloupech prvních třech podlažích vznikají rozsáhlé plastické oblasti. 
 
Obr. 7.7: Počáteční průběh iterací při výpočtu postkritickou analýzou 
   
Obr. 7.8: Průběh ohybových momentů na zdeformované konstrukci v poslední 
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7.5.3 Výpočet dynamickou relaxací 
Jelikož nás zajímá především kolaps budovy samotné, je potřeba aplikovat kritické 
zatížení, respektive zatížení vyšší než kritické. Pro výpočet dynamickou relaxací byl tak 
zvolen 5,2-násobek užitného zatížení a, jak je zmíněno na konci kapitoly 6.5, násobitel 
koeficientu tlumení 0,25. 











1 87,702536 9,364963 1,490480 0,670925 










Průběh iterací je zobrazen na obrázcích 7.9 a 7.10. Vidíme, že v počáteční fázi dochází 
k oscilacím, které se postupně zmenšují, dokud téměř nevymizí. Po dosažení první 
amplitudy (cca 10000. iterace) se vytvořily plastické klouby na koncích příčlí v horních 
patrech (obrázek 7.11). Ty následným odlehčením konstrukce v průběhu výpočtu 
vymizely a znovu se zde již nevytvořily.  
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Obr. 7.10: Celkový průběh iterací při výpočtu dynamickou relaxací 
 
Obr. 7.11: Průběh ohybových momentů – 10000. iterace 
Lokální kmitání prutů, které v průběhu iterací postupně zanikalo, bylo způsobeno 
zadáním malého útlumu. K tomuto rozkmitání docházelo proto, že 1. vlastní frekvence 
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bereme násobitel koeficientu kritického tlumení celého rámu hodnotou 0,25, byl útlum 
kmitání jednotlivých prutů silně podkritický. Díky tomu se místně vytvářely plastické 
klouby, které, jak je psáno výše, opět vymizely. Mohlo by se tak zdát, že zvolení takto 
nízkého tlumení není zcela vhodné. Avšak použitím vyššího tlumení byla 1. vlastní 
frekvence celé konstrukce až příliš tlumena a při výpočtu nastal problém s doiterováním 
do výsledného stavu. Podstatné je to, že vznik plastických kloubů se i při zadání 
menšího tlumení ustaluje v předpokládané oblasti prvních dvou spodních pater (viz 
obrázek 7.5).  
Na následující sérii obrázků si ukážeme průběh ohybových momentů v těchto patrech 
ve zvolených iteracích. Oblasti, kde je dosaženo hodnoty plastického momentu průřezu 
příčle, jsou vyznačeny červeně a oblasti, kde je dosaženo plastického momentu průřezu 
sloupu, jsou vyznačeny tmavě modře. 
  
   a)       b) 
  
   c)       d) 
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   e)       f) 
  
   g)       h) 
Obr. 7.12: Průběh ohybových momentů ve spodních patrech při: a) 100000. iteraci, 
b) 200000. iteraci, c) 300000. iteraci, d) 394000. iteraci, e) 400000. iteraci, 
f) 500000. iteraci, g) 572000. iteraci, h) 600000. iteraci 
Místa postupného vzniku plastických kloubů částečně korespondují s těmi místy, jež 
jsme získali nelineárním výpočtem podle Newton – Raphsona. To vidíme na obrázcích 
7.12a) – b). Připomeňme, že při tomto výpočtu jsme určili 7 pozic, kde vznikly 
plastické klouby (obrázek 7.5). Dobrou shodu těchto míst vidíme na obrázku 7.12d). Od 
572000. iterace začínají vznikat plastické klouby po celé konstrukci, rozvíjejí se 
plastické oblasti a dochází ke kolapsu konstrukce. Rozvoj plastických oblastí ve 
spodních patrech je zachycen na obrázku 7.12h).  
Průběh ohybových momentů po celé konstrukci je v dalších iteracích znázorněn na 
obrázcích 7.13a) – h).  
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   a)       b) 
  
   c)       d) 
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   e)       f) 
  
   g)       h) 
Obr. 7.13: Průběh ohybových momentů po celé konstrukci při: a) 600000. iteraci, b) 
620000. iteraci, c) 640000. iteraci, d) 700000. iteraci, e) 750000. iteraci, f) 
800000. iteraci, g) 1000000. iteraci, h) 2000000. iteraci 
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Na obrázku 7.13a) vidíme, jak se celý rám nahýbá a jak na příčlích prvních pater 
vznikly rozsáhlé plastické oblasti. V další fázi plastizují průřezy krajních sloupů a všech 
zbylých příčlí. Rám se za takřka kompletního zplastizování těchto průřezů propadá, 
dokud doslova „nevisí“ za uzlové podpory. Takovýto stav je samozřejmě nereálný. 
Cílem však bylo předvést, že dynamická relaxace dokáže na rozdíl od postkritické 
analýzy dojít do jistého výsledného stavu, přičemž můžeme sledovat, co se s konstrukcí 
děje. 
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8 ZÁVĚR 
Vzhledem k tomu, že se značná část této práce zabývá rovněž řešením jednoduchého 
rámu, který ve vybraných kapitolách slouží jako ilustrativní příklad, udělejme nejprve 
závěr z výsledků dosažených na něm. Srovnáme-li rozdíly mezi lineárním a nelineárním 
výpočtem, tak z průběhů jak momentů, tak deformací je patrné, že rozdíly výsledků jsou 
v tomto příkladu malé. Lineární výpočet se tak dá považovat za dostatečně přesný. 
Výsledky postkritické analýzy a dynamické relaxace se také dobře shodují. 
Nejpodstatnější je však zvolit u dynamické relaxace vhodný koeficient tlumení, a to 
zejména tehdy, je-li zatížení blízké stavu, při němž vznikají plastické klouby, respektive 
stavu, kdy vzniká mechanismus. 
U lineárního výpočtu patrového rámu jsme dospěli do stavu, kde při 13,791-násobném 
zvýšení užitného zatížení vzniklo celkem 66 plastických kloubů. Ty se vytvářely na 
obou koncích příčlí, tj. v připojeních ke sloupům, a to především v krajních polích. 
Jejich přesný vývoj jsme byli schopni postupným navyšováním zatížení vzhledem 
k lineární povaze výpočtu přesně určit. Počátek jejich vzniku je vztažen ke konkrétnímu 
násobku užitného zatížení. Výpočet jsme ukončili ve chvíli, kdy současně vzniklo na 
dvaceti těchto krajních příčlích stejné množství lokálních mechanismů. 
U nelineárního výpočtu Newton – Raphsonovou metodou bylo vzhledem ke značným 
nelineárním účinkům užitné zatížení navýšeno pouze 5,192 krát, tj. více než 2,5 krát 
méně než u lineárního výpočtu, neboť se při dalším zvýšení stala matice tuhosti 
singulární. Přesto jsme však byli schopni určit postupný vznik sedmi plastických 
kloubů. Lze tak tvrdit, že pro takto rozsáhlou konstrukci je lineární výpočet nevhodný. 
Postkritická analýza patrového rámu nedokázala najít rovnovážný stav. Byla však 
alespoň schopna poskytnout nám informaci o tom, že se konstrukce hroutí a jak toto 
hroucení zpočátku probíhá. Dynamická relaxace nám umožnila studovat samotný kolaps 
rámu, kdy nás zajímala především počáteční fáze výpočtu. I přes střídavý vznik a zánik 
plastických kloubů zejména ve spodních patrech rámu bylo možné najít přibližně 
takový stav s plastickými klouby, který odpovídal stavu na konci výpočtu Newton –      
– Raphsonovou metodou. 
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U dynamické relaxace je stěžejní adekvátně zvolit výchozí parametry zajišťující 
především rychlost a stabilitu výpočtu, tj. matici hmotnosti, časový krok a tlumení. 
V našem výpočtu jsme ovlivňovali pouze tlumení a můžeme říci, že se musí zvolit 
velmi citlivě. Jako námět na další zkoumání se tak nabízí možnost upravovat ostatní 
parametry, měnit tlumení v průběhu výpočtu či zahrnout do výpočtu plastizaci průřezů 
vlivem normálových sil. 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
{} vektor deformací 
{} pružná část vektoru deformace 
{} plastická část vektoru deformace 
{ } vektor rychlosti deformace 
{} pružná část vektoru rychlosti deformace 
{} plastická část vektoru rychlosti deformace 
{	} vektor napětí 
{P} vektor vnějších sil 
{R} vektor nevyvážených sil 
{x} vektor posunutí 
{x } vektor rychlosti 
{x } vektor zrychlení 
∂ matice diferenciálních operátorů 
C matice tlumení 
K matice tuhosti 
M matice hmotnosti 
 tečný tenzor pružnosti materiálu definovaný pro danou objektivní míru 
napětí 
 matice poddajnosti 
 Cauchyho napětí 
 matice prostorových derivací bázových funkcí 
 tečný modul materiálu ve vztahu mezi Cauchyho tenzorem napjatosti a Euler 
– Almansiho tenzorem deformace 
 pravý Cauchy – Greenův deformační tenzor 
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 rychlost deformace 
 Green – Lagrangeův tenzor deformace 
  deformační gradient 
! jednotková diagonální matice 
"# tečná materiálová matice tuhosti 
" tečná matice tuhosti 
" tečná geometrická matice tuhosti 
$ gradient rychlosti 
% tenzor rotace 
& pravý stretch tenzor 
' levý stretch tenzor 
( spin 
) materiálová souřadnice 
* vektor parametrů deformace 
+ Euler - Almansiho tenzor deformace 
, ̅ referenční zatížení 
,./ zatěžovací vektor 
,01/ vektor uzlových vnitřních sil 
2	 matice obsahující první derivace bázových funkcí 
4 vektor nevyváženého zatížení 
5 vektor rychlosti 
5  vektor zrychlení 
6 prostorová souřadnice 
7 plocha 
78 tlačená plocha 
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79 tažená plocha 
: Youngův modul pružnosti 
:; kinetická energie 
<= práce vnějších sil 
<> práce vnitřních sil 
?@,B mezní plastický moment (v ose y) 
?@,CD mezní plastický moment (v ose y) 
?@ ohybový moment v ose y 
E8 tlaková normálová síla 
E=D elastická únosnost v tahu či tlaku 
ECD plastická únosnost v tahu či tlaku 
E9 tahová normálová síla 
F=C množina všech plasticky přípustných stavů napětí 
F@,8 statický moment tlačené oblasti k ose y 
F@,9 statický moment tažené oblasti k ose y 
GB perioda netlumené soustavy 
H objem 
I@,=D elastický průřezový modul k ose y 
I@,CD plastický průřezový modul k ose y 
J disipační výkon 
K šířka průřezu 
L výška tažené oblasti průřezu 
L koeficient tlumení 
L Underwoodův koeficient tlumení 
ℎ výška nezplastizovaného průřezu 
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ℎ výška průřezu 
ℎ časový krok (kapitola 6) 
N délka 
O počet stupňů volnosti 
P reziduum 
Q čas 
R posun ve vodorovném směru (obvykle směr x) 
R celková deformace 
S posun ve svislém směru (obvykle směr z) 
S 01/ rychlost změny hustoty potenciální energie vnitřních sil 
TB vzdálenost kritického průřezu od podpory 
UVWX funkce plasticity 
∇B materiálový gradient 
∇ prostorový gradient 
Z součinitel plastické rezervy průřezu 
[ násobek zatížení 
\ úhel vzájemného natočení protějších stran průřezu 
] vlastní číslo 
] rychlost plastického násobitele 
^B mezní plastická hodnota součinitele zatížení 
^; kinematicky přípustný součinitel zatížení 
^_ staticky přípustný součinitel zatížení 
`B původní hustota 
` běžná hustota 
W∗ libovolné plasticky přípustné napětí 
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WB mez kluzu, mezní napětí 
W  pružné napětí 
Wb reziduální napětí 
Wc napětí v ose x 
dB nejnižší netlumená vlastní úhlová frekvence 
defc nejvyšší hodnota vlastní úhlové frekvence 
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PŘÍLOHA A: CHARAKTERISTIKY PRŮŘEZŮ 
Tab. A.1: Průřezové charakteristiky profilu IPE 400 (profil příčle) 
Schéma 
 
Označení Symbol Velikost Jednotka 
Průřezová plocha A 8450 mm2 
Momenty setrvačnosti Iy 231341000 mm4 
  Iz 13179200 mm4 
Hmotnost průřezu G 66,30 kg/m 
Průřezové moduly Wy,max 1160000 mm3 
  Wy,min -1160000 mm3 
  Wz,max 146000 mm3 
  Wz,min -146000 mm3 
Plastické průřezové moduly Wy,pl 1308000 mm3 
  Wz,pl 229000 mm3 
Plastická rezerva αpl,y 1,128 - 
  αpl,z 1,568 - 
    
Mez plasticity σ0 355 MPa 
Moment únosnosti - elastický My,el 411,80 kNm 
  Mz,el 51,83 kNm 
Moment únosnosti - plastický My,pl 464,34 kNm 
  Mz,pl 81,30 kNm 
Osová únosnost Npl = Nel 2999,75 kN 
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Tab. A.2: Průřezové charakteristiky profilu HEB 400 (profil sloupu) 
Schéma 
 
Označení Symbol Velikost Jednotka 
Průřezová plocha A 19800 mm2 
Momenty setrvačnosti Iy 576800000 mm4 
  Iz 108200000 mm4 
Hmotnost průřezu G 155,40 kg/m 
Průřezové moduly Wy,max 2884540 mm3 
  Wy,min -2884540 mm3 
  Wz,max 721295 mm3 
  Wz,min -721295 mm3 
Plastické průřezové moduly Wy,pl 3240000 mm3 
  Wz,pl 1104040 mm3 
Plastická rezerva αpl,y 1,123 - 
  αpl,z 1,531 - 
    
Mez plasticity σ0 355 MPa 
Moment únosnosti - elastický My,el 1024,01 kNm 
  Mz,el 256,06 kNm 
Moment únosnosti - plastický My,pl 1150,20 kNm 
  Mz,pl 391,93 kNm 
Osová únosnost Npl = Nel 7029,00 kN 
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PŘÍLOHA B: VÝPOČET ZATÍŽENÍ 
B.1 Vlastní tíha 
Do tohoto zatížení je zahrnuta tíha ocelového rámu, jež byla automaticky vygenerována 
prostřednictvím RFEMu, tíha stropů, které jsou tvořeny železobetonovou deskou 
uloženou na stropnicích, podlahou a tíhou příček, respektive tíhou střešní konstrukce. 
Tíha příček je brána dle doporučení ČSN EN 1991-1-1. 
Tab. B.1: Výpočet plošného zatížení od tíhy podlahy 
Vrstva tl. [m] γm [kN.m-3] gki,podl. [kN.m-2] 
PVC 0,003 12 0,036 
Lepidlo 0,001 13 0,013 
Samonivelační potěr 0,005 23 0,115 
Betonová mazanina 0,061 23 1,403 
Lepenka A 330SH - - 0,005 
Tepelná izolace Orsil N 3.0 0,030 1,5 0,045 
Stropní konstrukce - 
Podhled 0,015 20 0,300 
 gk,podl. = Σ gki,podl. = 1,92 kN.m-2 
 
Obr. B.1: Detail stropu 
 
Obr. B.2: Rozmístění sil po příčli 
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Tab. B.2: Výpočet osamělého zatížení F od tíhy podlahy, stropu a příček 
Prvek gki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] Fki [kN] 
Příčky 0,500 2,0 1,000 4,0 4,000 
Podlaha 1,920 2,0 3,840 4,0 15,360 
Betonová deska 2,000 2,0 4,000 4,0 16,000 
IPE 160 - - 0,158 4,0 0,632 
 Fk = Σ Fki = 35,992 kN 
 
Tab. B.3: Výpočet osamělého zatížení F' od tíhy podlahy, stropu a příček 
Prvek g'ki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝ'ki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] F'ki [kN] 
Příčky 0,500 1,0 0,500 4,0 2,000 
Podlaha 1,920 1,0 1,920 4,0 7,680 
Betonová deska 2,000 1,0 2,000 4,0 8,000 
IPE 400 - - 0,663 4,0 2,652 
 F'k = Σ F'ki = 20,332 kN 
 
Tab. B.4: Výpočet osamělého zatížení F‘‘ od tíhy podlahy, stropu a příček 
Prvek g''ki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝ''ki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] F''ki [kN] 
Příčky 0,500 2,0 1,000 4,0 4,000 
Podlaha 1,920 2,0 3,840 4,0 15,360 
Betonová deska 2,000 2,0 4,000 4,0 16,000 
IPE 400 - - 0,663 4,0 2,652 
 F''k = Σ F''ki = 38,012 kN 
 
Tab. B.5: Výpočet plošného zatížení od tíhy střechy 
Vrstva tl. [m] γm [kN.m-3] gki,podl. [kN.m-2] 
Betonové dlaždice 500/500/40 0,040 24 0,960 
Extrudovaný polystyren 0,060 0,3 0,018 
Hydroizolace PV S5-25 - - 0,018 
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Hydroizolace G S4-25 - - 0,020 
Pěnový polystyren 0,080 0,2 0,016 
Parozábrana - - - 
Lehký beton tř. LC 1.2 0,215 12 2,580 
Stropní konstrukce - 
Podhled 0,015 20 0,300 
 gk,střecha = Σ gki,střecha = 3,91 kN.m-2 
 
Tab. B.6: Výpočet osamělého zatížení F od tíhy střechy a stropu 
Prvek gki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] Fki [kN] 
Střecha 3,910 2,0 7,820 4,0 31,280 
Betonová deska 2,000 2,0 4,000 4,0 16,000 
IPE 160 - - 0,158 4,0 0,632 
 Fk = Σ Fki = 47,912 kN 
 
Tab. B.7: Výpočet osamělého zatížení F' od tíhy střechy a stropu 
Prvek g'ki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝ'ki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] F'ki [kN] 
Střecha 3,910 1,0 3,910 4,0 15,640 
Betonová deska 2,000 1,0 2,000 4,0 8,000 
IPE 400 - - 0,663 4,0 2,652 
 F'k = Σ F'ki = 26,292 kN 
 
Tab. B.8: Výpočet osamělého zatížení F'' od tíhy střechy a stropu 
Prvek g''ki,vl. tíha [kN.m-2] 
ZŠ 1 
[m] 
ĝ''ki, vl. tíha 
[kN.m-1] 
ZŠ 2 
[m] F''ki [kN] 
Střecha 3,910 2,0 7,820 4,0 31,280 
Betonová deska 2,000 2,0 4,000 4,0 16,000 
IPE 400 - - 0,663 4,0 2,652 
 F''k = Σ F''ki = 49,932 kN 
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B.2 Užitné zatížení 
Užitné zatížení podlaží a střechy je bráno dle ČSN EN 1991-1-1. Pro danou kategorii 
zatěžovaných ploch je pro podlaží brána hodnota 2,5 kN.m-2 a pro střechu 1,2 kN.m-2.  
Výpočet osamělého zatížení – zatížení podlaží: 
 
 = ′′ = 2,5	. 4	. 2 = 
, 	 ,  
 
  = 2,5	. 4	. 1 = , 	 .  
Výpočet osamělého zatížení F – zatížení střechy: 
 
 = ′′ = 1,2	. 4	. 2 = , 	 , 
 
  = 1,2	. 4	. 1 = , 	 .  
B.3 Zatížení sněhem 
Způsob výpočtu a velikost zatížení jsou brány z normy ČSN EN 1991-1-3. Byla 
uvažována IV. sněhová oblast a normální typ krajiny.  
 	 = 	  = 0,8	. 1	.1	. 2 = 1,6	 .!"# ,  
  =  = 1,6	. 4	. 2 = 
, 	 ,  
  = 1,6	. 4	. 1 = , 	 .  
B.4 Zatížení větrem 
U zatížení větrem se vycházelo z normy ČSN EN 1991-1-4. Větrná oblast byla zvolena 
III a kategorie terénu IV. 
 $% = &'	. ()(*+	. $%,, = 1,0	. 1,0	. 30 = 30	!. ".	,  
 ' = 0,19 · 1 2,2,,334
,,,5
= 0,19	. 6 1,00,057
,,,5 = 0,234	,  
Část objektu do výšky 8  
 9':2; = ' · ln 6 22,7 = 0,234	. ln 6
20
1,07 = 0,701	,	  
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 $?:2; = 9':2; · 9*:2; · $% = 0,701	. 1,0	. 30 = 21,030	!. ".	,	  
 @A:2; = 9*:2; · ln B 22,C
= 1,01,0	. ln B201,0C
= 0,334	, 
 
 DE:2; = DE:8; = F1 + 7	. 	@A:2;H · 0,5 · I · $?#:2; = 
												= F1 + 0,7	. 0,334H	. 0,5	. 1,25	. 21,030# = 0,92	 .!"#	, 
 
 
Část objektu do výšky ℎ  
 9':2; = ' · ln 6 22,7 = 0,234	. ln 6
40,8
1,0 7 = 0,868	,	  
 $?:2; = 9':2; · 9*:2; · $% = 0,868	. 1,0	. 30 = 26,035	!. ".	,	  
 @A:2; = 9*:2; · ln B 22,C
= 1,01,0	. ln B40,81,0 C
= 0,270	, 
 
 DE:2; = DE:ℎ; = F1 + 7	. 	@A:2;H · 0,5 · I · $?#:2; = 
												= F1 + 0,7	. 0,270H	. 0,5	. 1,25	. 26,035# = 1,22	 .!"#	, 
 
 
Zatížení větrem po výšce 
Část objektu do výšky 8  
Obl. D K,L:%; = E,.,	. DE:8; = 0,80	. 0,92 = 0,738	 .!"#	,  
Obl. E K,M:%; = E,.,	. DE:8; = −0,55	. 0,92 = −0,508	 .!"#	.  
Část objektu do výšky ℎ  
Obl. D K,L:O; = E,.,	. DE:ℎ; = 0,80	. 1,22 = 0,976	 .!"#	,  
Obl. E K,M:O; = E,.,	. DE:ℎ; = −0,55	. 1,22 = −0,671	 .!"#	,  
Obl. F K,P:O; = E,.,	. DE:ℎ; = −1,00	. 1,22 = −1,220	 .!"#	,  
Obl. G K,Q:O; = E,.,	. DE:ℎ; = −1,00	. 1,22 = −1,220	 .!"#	,  
Obl. H K,R:O; = E,.,	. DE:ℎ; = −0,30	. 1,22 = −0,366	 .!"#	,  
Obl. I K,S:O; = E,.,	. DE:ℎ; = 0,20	. 1,22 = 0,244	 .!"#	.  
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Přenásobením danými zatěžovacími šířkami opět dostaneme osamělé síly, kterými 
zatížíme nejvyšší příčel, respektive sloupy.  
 
Obr. B.3: Schéma zatížení větrem 
 
